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ВВЕДЕНИЕ

Часто приходится изучать явления, для которых практически

трудно или принципиально невозможно отыскать все причины,

порождающие их, и тем более количественно их выразить. Такие

явления невозможно описать функционально.
Например, при бросании монеты нельзя предсказать, какой сто-

стороной она упадет: для этого необходимо было бы учесть слишком

много различных факторов: работу мышц руки, участвующей в

бросании, малейшие отклонения в распределении массы монеты,

движение воздуха и т. д. Результат бросания монеты случаен.
Но, оказывается, при достаточно большом числе бросаний монеты

существует определенная закономерность (герб и цифра выпадут

приблизительно поровну).
Закономерности, которым подчиняются случайные события, изу-

изучаются в разделах математики, которые называются теорией ве-

вероятностей и математической статистикой.

Методы теории вероятностей и математической статистики ши-

широко применяются в естествознании, технике, экономике и других
областях.

Наш «Краткий курс» ставит своей целью изложение элемен-

элементов теории вероятностей и математической статистики и их при-
приложений.

Для удобства читателя необходимые здесь начальные сведения
из математического анализа приведены в приложении.

К каждой главе имеются упражнения для первоначальной са-

самостоятельной работы- студентов, а в конце книги приведены до-
дополнительные упражнения, позволяющие закрепить полученные
знания. В упражнениях, там, где в этом есть 'Необходимость, при-
приведены сразу после текста ответы, — они даны в квадратных
скобках.



ГЛАВА I

СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ И ВЕРОЯТНОСТИ

§ 1. СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ.

КЛАССИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТИ

1. Понятие о случайном событии. Опыт, эксперимент, наблюде-
наблюдение явления называется испытанием. Испытаниями, например,
являются: бросание монеты, выстрел из винтовки, бросание играль-
игральной кости (кубика с нанесенным на каждую грань числом очков —

от одного до шести).
Результат, исход испытания называется событием. Событиями

являются: выпадение герба или цифры, попадание в цель или про-

промах, появление того или иного числа очков на брошенной играль-
игральной кости.

Для обозначения событий используются большие буквы латин-

латинского алфавита: А, В, С я т. д.

Определение 1. Два события называются совместимыми,
если появление одного из них не исключает появление другого в

одном и том же испытании.

Пример 1. Испытание: однократное бросание игральной кос-

кости. Событие А — появление четырех очков. Событие В — появле-

появление четного числа очков. События Аи В совместимые.

Определение 2. Два события называются несовместимы-

несовместимыми, если появление одного из них исключает появление другого в

одном и том же испытании.

Пример 2. Испытание: однократное бросание монеты. Собы-

Событие А — выпадение герба, событие В — выпадение цифры. Эти со-

события несовместимы, так как появление одного из них исключает

появление другого.
Несовместимость более чем двух событий означает их попарную

несовместимость.

Пример 3. Испытание: однократное бросание игральной кос-

кости. Пусть события Ах, А2, А3, АА, As, А6 — соответственно выпа-

выпадение одного очка, двух, трех и т. д. Эти события являются несов-

несовместимыми.



Определение 3. Два события А я В называются противо-

противоположными, если в данном испытании они несовместимы и одно

из них обязательно происходит.

Событие, противоположное событию А, обозначают через А.

Пример 4. Испытание: бросание монеты. Событие А — вы-

выпадение герба, событие В — выпадение цифры. Эти события про-

противоположны, так как исходами бросания могут быть лишь они

и появление одного из них исключает появление другого, т. е.

Определение 4. Событие называется достоверным, если

в данном испытании оно является единственно возможным его ис-

исходом, и невозможным, если в данном испытании оно заведомо не

может произойти.
Пример 5. Испытание: извлечение шара из урны, в которой

все шары белые. Событие А — вынут белый шар — достоверное
событие; событие В — вынут черный шар — невозможное событие.

Заметим, что достоверное и невозможное события в данном

испытании являются противоположными.

Определение 5. Событие А называется случайным, если

оно объективно может наступить или не наступить в данном испы-

испытании.

Пример 6. Событие А6 — выпадение шести очков при броса-
бросании игральной кости — случайное. Оно может наступить, но может

и не наступить в данном испытании.

Пример 7. Событие Л98 — прорастание девяноста восьми

зерен пшеницы из ста — случайное. Это событие может наступить,

но, гложет бы^ь, прорастет зерен больше или меньше.

2. Алгебра событий.

Определение 1. Суммой событий А а В называется собы-
событие С=А+ В, состоящее в наступлении по крайней мере одного

из событий А или В.

Пример 1. Испытание: стрельба двух стрелков (каждый де-

делает по одному выстрелу). Событие А — попадание в мишень пер-
первым стрелком, событие В — попадание в мишень вторым стрелком.
Суммой событий А и В будет событие С= А + В, состоящее в попа-

попадании в мишень по крайней мере одним стрелком.
Аналогично суммой конечного числа событий Аи А2, . .

., Аь
называется событие А = АХ + Л2+ ... + Ак, состоящее в наступлении
хотя бы одного из событий Ai{i— 1, . .

., k).
Из определения 1 непосредственно следует, что А + В = В + А.

Справедливо также и сочетательное свойство. Однако А + А = А
(а не 2А, как в алгебре).
Определение 2. Произведением событий А и В называет-

называется событие С= АВ, состоящее в том, что в результате иопытания

произошли и событие А и событие В.

Аналогично произведением конечного числа событий Аи А-,, . ..

¦
¦

•> Ак называется событие A = Ai A2 ... Ак, состоящее в том, что
в
результате испытания произошли все указанные события.



В условиях предыдущего примера произведением событий А и

В будет событие С= АВ, состоящее в попадании в мишень двумя

стрелками.

Из определения 2 непосредственно следует, что АВ = ВА.

Справедливы также сочетательный и дистрибутивный законы.

Однако АА = А (а не А2).

3. Классическое определение вероятности. Можно ли как-то из-

измерить возможность появления некоторого случайного события?
Другими словами, можно л'и охарактеризовать эту возможность

некоторым числом?

Всякое испытание влечет за собой некоторую совокупность ис-

исходов — результатов испытания, т. е. событий. Во многих случаях
возможно перечислить все события, которые могут быть исходами

данного испытания.

Определение 1. Говорят, что совокупность событий обра-
образует полную группу событий для данного испытания, если его ре-

результатом обязательно становится хотя бы одно из них.

Приведем примеры полных групп событий: выпадение герба
и выпадение цифры при одном бросании монеты; попадание в цель
и промах при одном выстреле; выпадение одного, двух, трех, четы-

четырех, пяти и шести очков при одном бросании игральной кости.

Рассмотрим полную группу попарно несовместимых событий

Uu U2, ¦ .
., ип, связанную с некоторым испытанием. Предположим,

что в этом испытании осуществление каждого из событий Ui (i —
= 1, 2, .

.., п) равновозможно, т. е. условия испытания не создают

преимущества в появлении какого-либо события перед другими
возможными.

Определение 2. События Uu U2, . .
., Un, образующие пол-

полную группу попарно несовместимых и равновозможных событий,

будем называть элементарными событиями.

Пример 1. Вернемся к опыту с подбрасыванием игральной
кости. Пусть Ui — ообытие, состоящее в том, что кость выпала

гранью с цифрой L Как уже отмечалось (п. 1,3), события
U\, U2, ¦ ¦

.,
Ue образуют полную группу попарно несовместимых

событий. Так как кость предполагается однородной и симметрич-
симметричной, то события U\, U2, .

..,
Us являются и равиовозможными, т. е.

элементарными.

Определение 3. Событие А называется благоприятствую-
благоприятствующим событию В, если наступление события А влечет за собой на-

наступление события В.

Пример 2. Пусть при бросании игральной кости события

U2, Ut, и Ue — появление соответственно двух, четырех и шести

очков и Л — событие, состоящее в появлении четного очка; собы-

события U2, Ui и Ue, благоприятствуют событию А.



Определение 4 (классическое определение вероятности).

Вероятностью Р (А) события А называется отношение ^ числа

элементарных событий, благоприятствующих событию А, к числу

всех элементарных событий, т. е.

Пример 3. Вычислим вероятность выпадения герба при од-

одном бросании монеты. Очевидно, событие А — выпадение герба и

событие В ¦— выпадение цифры образуют полную группу несовмес-

несовместимых и равновозможных событий для данного испытания. Значит,
здесь п — 2. Событию А благоприятствует лишь одно событие —

само Л, т. е. здесь т=1. Поэтому Р (А) = У2.
Пример 4. Очевидно, что в опыте с игральной костью (п. 3,

пример 1) Р(?/,)=1/б. 1=1,2,..., 6.

Пример 5. Найти вероятность того, что при бросании играль-
игральной кости выпадет число очков, делящееся на 2 (событие А).

Число элементарных событий здесь 6. Число благоприятствую-
благоприятствующих элементарных событий 3 (выпадение 2, 4 и 6). Поэтому

Из приведенного классического определения вероятности вы-

вытекают следующие ее свойства.

1. Вероятность достоверного события равна единице.
Действительно, достоверному событию должны благоприятство-

благоприятствовать все п элементарных событий, т. е. пг — п и, следовательно,

2. Вероятность невозможного события равна нулю.
В самом деле, невозможному событию не может благоприятст-

благоприятствовать ни одно из элементарных событий, т. е. пг = 0, откуда

3. Вероятность случайного события есть положительное число,

заключенное между нулем и единицей.
Действительно, случайному событию благоприятствует лишь

часть из общего числа элементарных событий. Поэтому в этом слу-

случае 0<т<л и, значит, 0<-^-<1. Следовательно, 0<Р(Л)<1.

Итак, 'вероятность любого события удовлетворяет двойному не-

неравенству



Замечание. Из определения вероятности следует, что эле-

элементарные события являются равновероятными, т. е. обладают
одной и той же вероятностью.

4. Теорема сложения вероятностей несовместимых событий.

Теорема. Вероятность суммы двух несовместимых событий

А я В равна сумме вероятностей этих событий:

Р(А+В)=Р(А)+Р(В). A)

Доказательство. Используем классическое определение

вероятности. Предположим, что в данном испытании число всех

элементарных событий равно п, событию А благоприятствуют k

элементарных событий, событию В — / элементарных событий.

Так как А и В — несовместимые события, то ни одно из элементар-
элементарных событий Uu U2, .

..,
UK не может одновременно благоприятст-

благоприятствовать и событию А и событию В. Следовательно, событию А+ В

будет благоприятствовать k + l элементарных событий. По опреде-
определению вероятности имеем:

п '

откуда и следует утверждение теоремы.
Совершенно так же теорема формулируется и доказывается для

любого конечного числа попарно несовместимых событий.
Следствие. Сумма вероятностей противоположных событий

А я А равна единице:

Р(А)+Р(А) = 1. B)

Так как события А я А несовместимы, то по доказанной выше

теореме имеем: Р(А)+Р(А)=Р(А+ А). Соб_ытие А+ А есть досто-

достоверное событие (ибо одно из событий А или А произойдет). Поэто-

Поэтому Р(А+А) = 1, что и приводит к искомому соотношению B).

Пример 1. В урне 10 шаров: 3 красных, 5 синих и 2 белых.

Какова вероятность вынуть цветной шар, если вынимается один

шар? Вероятность вынуть красный шар Р(А)=^, синий Р(В) =

=

Yq.
Так как события А я В несовместимы, то по доказанной

выше теореме

Р (А + В) = Р (А) + Р {В) = -^ + А = о,8.

Пример 2. На клумбе растут 20 красных, 30 сииих и 40 бе-

белых астр. Какова вероятность сорвать в темноте окрашенную астру,
если рвется одна астра? Искомая вероятность равна сумме вероят-
вероятностей сорвать красную или синюю астру, т. е.

_20_ _30_ ^_50_ _ _5_
—

90 ' 90
^

90
"~
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5. Применение элементов комбинаторики к нахождению вероят-
вероятностей.

Комбинаторика
—

раздел математики, изучающий вопросы о

том, сколько комбинаций определенного типа можно составить из

данных предметов (элементов).
Как при решении задач с использованием классического опре-

определения вероятности, так и в дальнейшем нам понадобятся некото-

некоторые формулы комбинаторики. Приведем наиболее употребитель-
употребительные из них.

Определение 1. Размещениями из п различных элементов

по т элементов (т*сп) называются комбинации, составленные из

данных п элементов по т элементов, которые отличаются либо са-

самими элементами, либо порядком элементов.

Например, из трех элементов а, Ъ, с можно составить по два

элемента следующие размещения:

ab, ас, be, ba, ca, cb.

Определим число Апт размещений из п элементов а\, а2, .

..,
а„

по т.

Пусть ачал-, . . . аа A<сак<«; k= 1, . .
., т) — всевозможные раз-

размещения, содержащие т элементов. Будем эти размещения строить
последовательно. Сначала определим а.ч — первый элемент раз-
размещения. Очевидно, из данной совокупности п элементов его мож-

можно выбрать п различными способами. После выбора первого эле-

элемента а„, для второго элемента аа, остается п—\ способов выбора
и т. д. Так как каждый такой выбор дает новое размещение, то все

эти выборы можно свободно комбинировать между собой. Поэтому
имеем

Апт = п{п—{) (л—2) . . . {п—т+\).

Пример 1. Сколько можно составить сигналов из 6 флажков
различного цвета, взятых по 2? Искомое число сигналов /462 = 6Х
Х5=30.

Определение 2. Перестановками из п различных элемен-
элементов называются размещения из этих п элементов по п.

Как видно из определений 1 и 2, перестановки можно считать

частным случаем размещений при т = п. Следовательно, число

всех перестановок из п элементов вычисляется по формуле

рп = п(п— 1) (л—2) .. . 3-2-1 =/г!

Пример 2. Сколько трехзначных чисел можно составить из

Цифр ]г 2, 3, если каждая цифра входит в изображение числа толь-
только один раз? Искомое число трехзначных чисел Р3 = 3\ = 1 -2-3 = 6.

Определение 3. Сочетаниями из п различных элементов

по m элементов называются комбинации, составленные из данных
1 элементов по m элементов, которые отличаются хотя бы одним
элементом.



Отметим разницу между сочетаниями и размещениями: в первых
не учитывается порядок элементов.

Обозначим через Сат число сочетаний из п элементов по т.

Рассмотрим .все допустимые сочетания наших элементов

пи1ал_.. . аа . Делая в каждом из них т\ возможных перестановок

их элементов, очевидно, получим все размещения из п элементов

по т. Таким образом, Спт-т\ = Апт', отсюда

Г т_
А*т

_
п{п—\) (я—т+1) плLn -~^ mi ^>

Формулу C) можно представить также в виде

р ш
__

П\
"

т!(я—m)t
'

Символ Спт обладает очевидным свойством

Cm р n—m
п — Ьп ,

которое будет верно также и при т
= 0, если принять Сп°=1.

Этой особенностью удобно пользоваться, когда т>-^-.
Числа Спт являются коэффициентами в формуле бинома Нью-

Ньютона

(p + q)n = pn+Cn]pn-lq + Cn2pn^q2+ . . . +qn

и поэтому часто называются биномиальными коэффициентами.

Пример 3. Сколькими способами можно выбрать две детали
из ящика, содержащего 10 деталей? Искомое число способов

Г2 -
'О'

_

9-Ю
_4г10~

2'8'
~~

2
~

Приведем, наконец, примеры применения формул комбинато-

комбинаторики к нахождению вероятности события.

Пример 4. Набирая номер телефона, абонент забыл две
последние цифры и, помня лишь, что эти цифры различны, набрал
их наудачу. Какова вероятность того, что номер набран правильно?

Две последние цифры можно набрать А]02 способами, а благо-

благоприятствовать событию М (цифры набраны правильно) будет толь-

только один способ. Поэтому

Р(М\ —
90

Пример 5. Партия из 10 деталей содержит одну нестандарт-
нестандартную. Какова вероятность, что при случайной выборке 5 деталей из

этой партии все они будут стандартными (событие А) ?
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Здесь число всех случайных выборок п — Сю5, а число выборок,
благоприятствующих событию А, есть т = С95. Таким образом, ис-

искомая вероятность

п/Л, С.'
=

9' 515'
=

1
К '

С,os 54! 10! 2

§ 2. ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ. СТАТИСТИЧЕСКОЕ

И АКСИОМАТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТИ

1. Геометрическая вероятность. Классическое определение ве-

вероятности предполагает, что число всех элементарных событий ко-

конечно. Но на практике часто встречаются опыты, для которых
множество таких событий бесконечно. Например, пусть на отрезке

[0; 1] числовой прямой бросают наудачу точку. Что подсказывает

нам интуиция о вероятностях событий «точка попала на правую

половину отрезка» и «точка попала на левую половину отрезка»?
Поскольку точка бросается наудачу, то естетственно считать эти

события равновероятными — вероятность каждого 0,5 (поскольку
это противоположные события). Ну, а если мы разделим отрезок
на 10 равных отрезков и рассмотрим события «точка попала на

левый отрезок», «точка попала на второй слева отрезок», . .
.,

«точка попала на правый отрезок»? Это опять равновероят-
равновероятные события. А вероятность каждого 'из них придется счи-

считать по 0,1, поскольку это совокупность всех элементарных собы-
событий нашего опыта Поставим теперь вопрос: «какова вероятность

брошенной точки на отрезок [0,3; 0,7] ?». Поскольку этому событию

благоприятствуют четыре из указанных выше элементарных со-

события, то искомая вероятность равна 0,4, т. е. длине отмеченного

отрезка. В общем случае смысл 'выражения «точка брошена науда-
наудачу на отрезок длины 1» состоит в том, что вероятность попадания
точки на часть этого отрезка длины / равна этому числу / (если
вместо отрезка [0; 1] брать отрезок [0; s], s>/, то искомая ве-

вероятность будет ).

Аналогично понимается смысл выражения «точка брошена на-

наудачу в квадрат со стороной 1 (или в прямоугольник площади
1)», — это значит, что вероятность попадания точки на любую часть

этого квадрата (или прямоугольника) равна площади этой части.

В более сложных случаях может оказаться, что при геометри-
геометрической интерпретации получится такая картина: имеется фигура
площади s, и на нее наудачу бросается точка. Тогда вероятность
попадания точки на часть этой фигуры, имеющую площадь q, счи-

считается равной --.

Аналогично в пространственном случае здесь берется отноше-

отношение соответствующих объемов. Такое определение вероятности по-

получило название геометрического.

П



Пример. В окружность вписан квадрат. В круг наудачу бро-
бросают точку. Какова вероятность того, что эта точка попадет в

квадрат?
Отношение площадей квадрата и круга дает искомую вероят-

вероятность:

Р=
а2 2#1 L
nR* tlR2 *

"

2. Относительная частота. Статистическое определение вероят-
вероятности. Классическое определение вероятности не является пригод-
пригодным для изучения произвольных случайных событий. Так, оно не-

неприемлемо, если результаты испытания не равновозможны. На-

Например, при бросании неправильной игральной кости выпадение

ее различных граней не равновозможно.
В таких случаях используется так называемое статистическое

определение вероятности.
Пусть произведено п испытаний, при этом некоторое событие А

наступило т раз.

Определение 1. Число т называется абсолютной частотой

(или просто частотой) события А, а отношение

называется относительной частотой события А.

Пример 1. При транспортировке из 10 000 арбузов испорти-
испортилось 26. Здесь т = 26 — абсолютная частота испорченных арбу-
арбузов, а

относительная.

Результаты многочисленных опытов и наблюдений, многие яз

которых описаны, например, в работах [1—4|, помогают заклю-

заключить: при проведении серий из п испытаний, когда число п сравни-

сравнительно мало, относительная частота Р* (А) принимает значения,

которые могут довольно сильно отличаться друг от друга. Но с уве-
увеличением п — числа испытаний в сериях — относительная частота

приближается к некоторому числу Р(А), стабилизируясь возле

него и принимая все более устойчивые значения.

Пример 2. Было проведено 10 серий бросаний монеты, по

1000 бросаний в каждой. Относительные частоты выпадения герба
оказались равными 0,501; 0,485; 0,509; 0,536; 0,485; 0,488; 0,500;
0,497; 0,494; 0,484 (см. [4]). Эти частоты группируются около чис-

числа 0,5.
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Определение 2 (статистическое определение вероятности).
Вероятностью события А в данном испытании называется число

Р(А), около которого группируются значения относительной час-

частоты при больших п.

В условиях только что приведенного примера 2 указанная ве-

вероятность равна 0,5.

Пример 3. По официальным данным шведской статистики,
относительные частоты рождения девочек по месяцам 1935 г. ха-

характеризуются следующими числами (расположены в порядке сле-

следования месяцев, начиная с января): 0,486; 0,489; 0,490; 0,471;
0,478; 0,482; 0,462; 0,484; 0,485; 0,491; 0,482; 0,473 (см. [2]). Эти

частоты группируются около числа 0,482.
Таким образом, относительная частота события приближенно

совпадает с его вероятностью, если число испытаний достаточно

велико. Имеется огромный опытный материал по проверке послед-

последнего утверждения. Укажем еще один такой пример с бросанием
монеты (см. [2]).

Экспериментатор I Число бросаний
— —д— ОтносительнаяЧус.то чь'па

i ерба частота

БюЬфон 4040 2048 0,5080

К Пирсон 12 000 6019 0,5016
К Пирсон 24 000 12 012 0,5005

Здесь относительные частоты незначительно отклоняются от

числа 0,5, причем тем меньше, чем больше число испытаний. При
4040 испытаниях отклонение равно 0,008, а при 24 000—0,0005.

Таким образом, относительная частота события приближенно
совпадает с его вероятностью в статистическом смысле, если число

испытаний достаточно велико (имеется огромный опытный мате-

материал по проверке последнего утверждения).
С этой точки зрения величина т = пр представляет собой сред-

среднее значение числа появления события А при п испытаниях.

При широких предположениях доказывается, что вероятности

события в классическом и статистическом смысле совпадают меж-

между собой.

3. Аксиоматическое определение вероятности. В современных
математических курсах вероятность определяется аксиоматически.

При аксиоматическом построении теории вероятностей исходят из

свойств вероятности событии, к которым применимо классическое

или статистическое определение. Отдельные свойства вероятности
известны из предыдущего изложения. Поэтому естественно принять

следующие аксиомы.

Аксиома 1. Каждому событчю А поставлено в соответствие

неотрицательное число Р(А), называемое его вероятностью.
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Аксиома 2. Вероятность достоверного события равна еди-

единице.

Аксиома 3. Вероятность суммы попарно несовместимых со-

событий равна сумме вероятностей этих событий.

Последняя аксиома называется аксиомой сложения вероятнос-
вероятностей.

Исходя из этих аксиом, свойства вероятностей и зависимости

между ними выводят в качестве теорем.
Большая заслуга в аксиоматическом построении теории вероят-

вероятностей принадлежит советскому математику А. Н. Колмогорову
A903—1987), работы которого положили начало созданию совре-

современной теории вероятностей как строгой математической науки [5].

§ 3. НЕЗАВИСИМОСТЬ СОБЫТИЙ. ПРОСТЕЙШИЕ ФОРМУЛЫ

1. Теорема умножения вероятностей.

Определение 1. Два события А и В называются незави-

независимыми, если вероятность появления каждого из них не зависит

от того, появилось другое событие или нет*. В противном случае
события А и В называют зависимыми.

Пример 1. Пусть в урне находятся 2 белых и 2 черных ша-

шара. Пусть событие А — вынут белый шар. Очевидно, Р(Л)=У2.
После первого испытания вынутый шар кладется обратно в урну,
шары перемешиваются и снова вынимается шар. Событие В — во

втором испытании вынут белый шар — также имеет вероятность
Р(В) ='/2, т. е. события Аи В — независимые.

Предположим теперь, что вынутый шар в первом испытании

не кладется обратно в урну. Тогда если произошло событие Л, т. е.

в первом испытании вынут белый шар, то вероятность события В

уменьшается (Р(?) = '/з); если в первом испытании был вынут
черный шар, то вероятность события В увеличивается (Р(В)=2/з)-
Итак, вероятность события В существенно зависит от того, про-
произошло или не произошло событие А; в таких случаях события
А к В — зависимые.

Определение 2. Пусть Л и В — зависимые события. Услов-

Условной вероятностью Рл{В) события В называется вероятность собы-
события В, найденная в предположении, что событие А уже наступило.

Так, в примере 1 РА (В) = Уз.
Заметим, что если события Л и В независимы, то Р\(В) =Р(В).
Теорема 1. Вероятность произведения двух зависимых собы-

событий А я В равна произведению вероятности одного из них на услов-

условную вероятность другого, найденную в предположении, что первое
событие уже наступило:

Р(АВ)=Р(А)РА(В). A)
* Несколько событий Л,, , Лк называются независимыми в совокупности

или просто независимыми, если вероятность появления любого из них не зависит

от того, произошли ли какие-либо дру1ие рассматриваемые события или нет.
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Доказательство. Пусть из всего числа п элементарных
событий k благоприятствуют событию А и пусть из этих k событий
/ благоприятствуют событию В, а значит, и событию АВ. Тогда

Р(АВ)>= 4 = 44 =Р(А)Ра(В),

что и доказывает искомое равенство A).
Замечание. Применив формулу A) к событию ВА, полу-

получим:

Р{ВА)=Р(В)РВ(А).

Так как АВ = ВА (см § 1, п. 2), то получаем, что

Р(А)РА(В)=Р(В)РВ(А). B)

Пример 2. В условиях примера 1 берем тот случай, когда

вынутый шар в первом испытании не кладется обратно в урну.
Поставим следующий вопрос: какова вероятность вынуть первый и

второй раз белые шары? По формуле A) имеем

J_ _} ]_
2

'

3
~

6
•

Теорема 2. Вероятность произведения двух независимых

событий А и В равна произведению вероятностей этих событий*:

Р(АВ)=Р{А)Р(В). C)

Действительно, если А я В — .независимые события, то Р\(В) =
= Р(В) и формула A) превращается в формулу C).
Пример 3. Найти вероятность одновременного поражения

цели двумя орудиями, если вероятность поражения цели первым
орудием (событием А) равна 0,8, а вторым (событие В) — 0,7.

События А и В независимы, поэтому по теореме 2 искомая веро-

вероятность

Р(АВ) =0,7-0,8 = 0,56.

Пример 4. Вероятность выживания одного организма в те-

течение 20 мин Р = 0,7. В пробирке с благоприятными для суще-
существования этих организмов условиями находятся только что ро-
родившиеся 2 организма. Какова вероятность того, что через 20 мин
они будут живы?

Пусть событие А — первый организм жив через 20 мин, собы-
событие В — второй организм жив через 20 мин. Будем считать, что

между организмами нет внутривидовой конкуренции, т. е. события
А и В независимы. Событие, что оба организма живы, есть событие
АВ. По теореме 2 получаем Р(АВ) =0,7-0,7 = 0,49

* В случае независимых событий эта теорема распространяется иа любое
конечное число их.
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2. Теорема сложения вероятностей совместимых событий.

Теорема. Вероятность суммы двух совместимых событий
А я В равна сумме вероятностей этих событий минус вероятность
их произведения:

=Р(А)+Р{В)—Р(АВ). D)

Доказательство. Пусть из всего числа п элементарных
событий k благоприятствуют событию А, I — событию Вит —

одновременно событиям А и В. Отсюда сооытию А + В благо-

благоприятствуют k-\-l—т элементарных событий. Тогда

р{л В) = J+k-_irL =1 + J 1L =
\

"
'

п п
'

п п

= Р(А)+Р(В)—Р(АВ).

Замечание. Если события А я В несовместимы, то их про-
произведение АВ есть невозможное событие и, следовательно,

Р(АВ) =0, т. е. формула A) из § 1 является частным случаем фор-
формулы D).

Пример. Вероятности попадания в цель при стрельбе перво-
первого и второго орудий соответственно равны: Р(Л)=0,7 и Р(В)

—

= 0,8. Найти вероятность попадания при одном залпе (из обоих
орудий) хотя бы одним из орудий.

Очевидно, события А я В совместимы и независимы. Поэтому

Р(А + В)=Р(А) + Р(В)—Р(АВ) =0,7 + 0,8—0,7-0,8 =

= 1,5—0,56 = 0,94.

3. Формула полной вероятности.

Теорема. Вероятность события А, которое может наступить
лишь при условии появления одного из п попарно несовместимых
событий Ви В2, . .

., 1>а, образующих полную группу, равна сумме
произведений вероятностей каждого из этих событий на соответ-

соответствующую условную вероятность события А:

Р(А) =Р(В1)РЩ(А) + Р(В2)РВ,(А) + . . . + P(Bn)PBjA) E)

(формула полной вероятности).

События В\, В2, ¦.
., Вп будем называть гипотезами для собы-

события А.

Доказательство. Событие А может наступить лишь при

условии наступления одного из событий Ви В2, ..
., Вп, т. е. А =

= В\А+ В2А+ , .
., +ВпА, причем ввиду несовместимости событий

Ви В2, . .
.,
В„ события ВУА, В2А, . .

., ВГА также несовместимы.
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Поэтому на основании теорем сложения и умножения вероятностей
имеем

Р(А)=Р(В1А)+Р(В2А)+ ...

+ Р (В,) Рв2 (А) + ... + Р (Вп) Рвп (А).

Пример 1. Для приема зачета преподаватель заготовил 50

задач: 20 задач по дифференциальному исчислению, 30 'по инте-

интегральному исчислению. Для сдачи зачета студент должен решить

первую же доставшуюся наугад задачу. Какова вероятность для

студента сдать зачет, если он умеет решить 18 задач по дифферен-
дифференциальному исчислению и 15 задач по интегральному исчислению?

Вероятность получить задачу по дифференциальному исчисле-

исчислению (событие Bi) равна P(Si)=0,4, по интегральному исчислению

(событие В2) — Р(В2) =0,6. Если событие А означает, что задача

решена, то Рв,(Л)=0,9, Рв,(Л)=0,5. Теперь по формуле E)
имеем Р(А) = 0,4-0,9 + 0,6-0,5~=0,36+0,3 = 0,66.

Пример 2. Имеются три одинаковых по виду ящика. В пер-

первом находятся две белые мыши и одна серая, во втором
—

три бе-

белые и одна серая, в третьем — две белые и две серые мыши. Какова

вероятность того, что из наугад выбраного ящика будет извлечена

белая мышь?

Обозначим В\ — выбор первого ящика, В2 — выбор второго
ящика, В3 ¦— выбор третьего ящика, А — извлечение белой мыши.

Так как все ящики одинаковы, то P(Bi) —Р(В2) =Р(Вз) = 7з-
Если выбран первый ящик, то Рв, (А) =2/з. Аналогично РЕ,(А) =
= 3/-i, Ръ'(А) = '/г- Наконец, по формуле E) получаем

Р(А\-
' 24 ' 1 + ii--53

4. Формулы Байеса. Пусть в условиях рассуждения, относяще-
относящегося к формуле полной вероятности, произведено едко испытание,
в результате которого произошло событие А. Спрашивается: как

изменились (в связи с тем, что событие А уже произошло) вероят-
вероятности гипотез, т. е. величины Р(Вк), k=l, 2, . .

.,

п?

Найдем условную вероятность Рд(Вк). По теореме умножения
вероятностей и формуле B) (см. п. 1) имеем

Р(ЛВК) =Р(А)РА(Вк) =Р(Вк)РВк (А).

Отсюда

Наконец, используя формулу полной вероятности, находим:

P.v(Sk),4^^L,4-l,2 „ F)

2 Заказ № 1128 17



Формулы F) называются формулами Байеса*.
Пример. Партия деталей изготовлена тремя рабочими, при-

причем первый рабочий изготовил 25 % всех деталей, второй — 35 %,
третий —< 40 %• В продукции первого рабочего брак составляет

5 %, в продукции второго
— 4 % ив продукции третьего ¦— 2 %.

Случайно выбранная для контроля деталь оказалась бракован-
бракованной. Какова вероятность того, что она изготовлена вторым ра-
рабочим?

Введем обозначения для событий: А — выбранная для контро-

контроля деталь оказалась бракованной; В\, В2, В^ — эта деталь изготов-

изготовлена соответственно первым, вторым и третьим рабочим. Имеем:

P(Bi)=0,25; Р(В2)=0,35; Р(Вз)=0,40;

Рв,(Л)=0,05; Яв,(Л)=0,04; РВз(Л)=0,02.
По формуле Байеса находим

р (R ч 0,35-0,04 _28_
л(- г>

0,25-0,05+0,35-0,04+0,40 0,02 69
'

Как здесь, так и в ряде других примеров для облегчения вычис-

вычислений можно использовать калькулятор.

§ 4. ПРИЛОЖЕНИЯ В БИОЛОГИИ

1. Законы Менделя. Известно, что в простейших случаях пере-
передача некоторого признака по наследству зависит от определенного
гена. В половых клетках гены, отвечающие за некоторый признак,
находятся парами. Например, в клетках гороха имеется пара ге-

генов, отвечающих за цвет цветков потомства — красный ил« белый.
Эти гены могут находиться в двух состояниях — доминантном

(оно обозначается буквой А) и рецессивном (оно обозначается

буквой а). Поэтому пары генов могут быть такими:

АА, Аа или аА, аа.

Выписанные возможности определяют генотипы данной особи:

первый — доминантный, второй — смешанный, третий — рецес-
рецессивный Оказывается, что наследование признака зависит от гено-

генотипа особи. Например, для гороха красный цвет цветков — доми-

доминантный признак, а белый — рецессивный.
Из опытов известен первый закон Менделя: особи доминантного

и смешанного генотипов « фенотипе** обладают доминантным

признаком, и только особи рецессивного генотипа в фенотипе обла-
обладают рецессивным признаком.

Согласно этому закону для гороха особи доминантного и сме-

смешанного генотипов имеют красный цвет цветков и только особи

с рецессивным генотипом имеют цвет цветков белый.

Пусть имеется популяция чистык линий с генотипами АА и

аа — поколение Fo (родительские формы).
* Томас Байес A702—1761) — английский математик

** Фенотип — внешнее проявление признака

18



После скрещивания особей с генотипом АА с особями с геноти-

генотипом аа поколения Fo образуется поколение гибридов с генотипом

Аа. Это поколение в генетике принято обозначать Fb В поколе-

поколении Fi других генотипов, кроме генотипа Аа, нет.

При случайном скрещивании особей поколения Fi образуется
поколение F2, в котором одинаково часто встречаются 4 генотипа:

АА, Аа, аА, аа.

Из опытов известен второй закон Менделя: В поколении F2 про-
происходит расщепление фенотипов в отношении 3:1 C части состав-

составляют особи с доминантным признаком в фенотипе, 1 часть прихо-

приходится на особи с рецессивным признаком в фенотипе).
Из этого закона следует, что для поколения F2 вероятность

того, что в фенотипе особи проявляется доминантный признак,

равна 3/а, а вероятность того, что в фенотипе особи проявится ре-
рецессивный признак, равна 'Д.

2. Закон Харди*. Пусть в популяции встречаются три генотипа:

АА, Аа, аа. Доля особей генотипа АА равна и, доля особей гено-

генотипа Аа равна 2v и доля особей генотипа аа равна w. Коротко
будем говорить о структуре популяции и записывать ее так:

АА Аа аа \ /п

и 2v w } к '

Под этим мы понимаем следующее: если популяция содержит N

особей, то оообей генотипа АА в ней uN, особей смешанного гено-

генотипа Аа в ней 2vN и особей рецессивного генотипа аа в ней wN.

При этом, так как

uN+2\vN+wN=N,
Т°

u + 2v + w=\. B)

Подсчитаем число генов А в популяции. Все особи доминантного
генотипа имеют 2uN генов А (у каждой особи два гена Л, и всех

особей иМ), особи смешанного генотипа имеют %vN генов А (у
каждой особи один ген А, и всех особей %vN), у особей рецессивно-
рецессивного генотипа генов А нет. Следовательно, в популяции A) число до-

доминантных генов А равно:

или, короче,

где
p = u+v. C)

Число р имеет простой вероятностный смысл — это есть Р{А),
т. е. вероятность того, что выбранный наудачу ген доминантен.

*
Об этом законе и других приложениях теории вероятностей в биологии

см
, например, в работе [4].
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Действительно, доминантных генов 2Np, и всех генов 2N (у каждой
особи популяции два гена). Следовательно,

Аналогично подсчитываетсч, что число всех рецессивных генов

а в популяции A)

2Nq,
где

q
= w + v. E)

При этом число q имеет аналогичный вероятностный смысл:

Из вероятностного смысла чисел р и q, а также «з формул C), E)
и B) следует, что

/> + ? = !• G)

Заметим, что числа и, 2?v и w в A) тоже имеют простой вероятност-
вероятностный смысл (подсчет аналогичен проведенному выше подсчету для
доминантных генов):

Р(АА) = -f- =и; (8)

~2v; (9)

Р(аа) = -*$-=«*. (Ю)

[Р(АА) — вероятность того, что выбранная наудачу особь имеет

генотип АА, аналогично Р(Аа) и Р(аа)].
Теперь посмотрим, какова будет структура потомства. Пусть

потомство имеет структуру:

АА Аа аа

[это понимается так же, как и A)]. Подсчитаем /(., 2uj и wk. Чис-

Числа Ui, 2di и Wi есть вероятности того, что взятый наудачу потомок

имеет соответственно генотип АА, Аа и аа [см. соответственно фор-
формулы (8), (9), A0)]. Так как скрещивания происходят независи-

независимым образом, то вероятность щ может рассматриваться как ве-

вероятность следующего события: выбрали наудачу и независимым

образом из всего запаса два гена А. Так как выбрать каждый ген
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А можно с вероятностью р [формула D)|, то в силу теоремы умно-
умножения вероятностен независимых событий (§ 3, п. 1) интересующая
нас вероятность равна р2, т. е.

Щ
= р2. A2)

Аналогично с использованием формулы F) получаем

w{ = q2. A3)

Вероятность генотипа Аа в популяции потомков складывается

из двух возможностей — либо ген А получен от отца, а ген а от ма-

матери, либо ген А получен от матери, а ген а от отца,
— соответст-

соответствующие вероятности есть pq и цр. Следовательно, вероятность ге-

генотипа Аа в популяции потомков равна 2pq, т. е. 2!vi = 2pq Отсюда

vi=pq. (И)

Следовательно, потомство имеет следующую структуру:

АА Аа аа \
р2 2pq q*\

Самое замечательное состоит в том, что если для потомства

взять щ + Vi и Wi + Vi, как это делалось для родителей в формулах
C) и E), то получим те же самые числа р и q. Действительно,
согласно формулам A2), A4), A3) и G) имеем:

Так как структура A5) потомства вычислена только с использова-

использованием этих сумм, то потомки популяции со структурой A5) будут
иметь ту же структуру. При этом говорят, что структура A5) ста-

стационарна, т. е от поколения к поколению не меняется.

Этот замечательный факт, что со второго поколения устанавли-
устанавливается стационарная структура популяции, является непосредст-
непосредственным обобщением второго закона Менделя и называется законом

Харди.
На практике возможно отклонение, однако для больших попу-

популяций закон Харди остается в силе.

Для гороха вероятность получения белой особи равна q2 (ре-
(рецессивный признак), вероятность получения красной особи равна
1—q2 (как для противоположного события) и отношение числа

красных и белых особей равно A—q2):q2.
Для описанного в п. I случая q— ]h, и мы опять получаем

3:1 (см. второй закон Менделя).

Упражнения

1. В ящик.? имеется 100 яиц, из них 5 некачественных Наудачу
вынимают одно яйцо. Найти вероятность того, что вынутое яйцо
некачественное. [0,05.1
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2. Брошена игральная кость. Найти вероятность того, что вы-

выпадет четное число очков. [0,5.]
3. Участники жеребьевки тянут из ящика жетоны с номерами

от 1 до 100. Найти вероятность того, что момер первого наудачу
извлеченного жетона не содержит цифры 5. [0,81.J

4. Набирая номер телефона, абонент забыл последнюю цифру
и набрал ее наудачу. Какова вероятность того, что номер набран
правильно? [0,1.]

5. В партии из 100 деталей отдел технического контроля обна-

обнаружил 5 нестандартных деталей. Чему равна относительная часто-

частота появления нестандартных деталей? [0,05.]
6. В окружность вписан правильный треугольник. В круг нау-

наугад бросают точку. Какова вероятность того, что она попадет в

треугольник?
[ЗУЗ/4П.]

7. При стрельбе по мишени вероятность сделать отличный вы-

выстрел равна 0,3, а вероятность выстрела иа оценку «•хорошо» рав-
равна 0,4. Какова вероятность получить за сделанный выстрел оценку
не ниже «хорошо»? [0,7.]

8. Вероятность того, что лицо умрет на 71-м году жизни, рав-
равна 0,04. Какова вероятность того, что человек не умрет на 71-м

году?
"

[0,96.]
9. Бросается один раз игральная кость. Определить вероят-

вероятность выпадения 3 или 5 очков. [1/3.]
10. В урне 30 шаров: 15 белых, 10 красных и 5 синих. Какова

вероятность вынуть цветной шар, если вынимается один шар? [0,5.]

11. В денежно-вещевой лотерее на серию в 1000 билетов при-
приходится 120 денежных и 80 вещевых выигрышей. Какова вероят-
вероятность какого-либо выигрыша на один лотерейный билет? [0,2.]

12. В урне 3 белых и 3 черных шара. Из урны дважды выни-

вынимают по одному шару, не возвращая их обратно. Найти вероятность
появления белого шара при втором испытании, если при первом
испытании был извлечен черный шар. [0,6.]

13. В колоде 36 карт. Наудачу вынимаются из колоды 2 кар-

карты. Определить вероятность того, что вторым вынут туз, если пер-
первым тоже вынут туз. [3/35.]

14. В урне 2 белых и 3 черных шара. Из урны вынимают подряд
два шара. Найти вероятность того, что оба шара белые. [0,1.]

15. Какова вероятность того, что из колоды в 36 карт будут вы-

вынуты подряд два туза? [1/105.]

16. Два стрелка стреляют по цели. Вероятность поражения
цели первым стрелком при одном выстреле равна 0,8, вторым стрел-
стрелком — 0,7. Найти вероятность поражения цели двумя пулями в

одном залпе. [0,56]
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17. Найти вероятность одновременного появления герба при
одном бросании двух монет. [0,25.]

18. Имеется два ящика, содержащих по 10 деталей. В первом
ящике 8, во втором 7 стандартных деталей. Из каждого ящика

наудачу вынимают по одной детали. Найти вероятность того, что

обе вынутые детали окажутся стандартными. [0,56.]

19. В семье двое детей. Принимая события, состоящие в рожде-
рождении мальчика и девочки равновероятными, найти вероятность того,
что в семье: а) все девочки; б) дети одного пола, [а) 0,25; б) 0,5.]

20. Пусть всхожесть семян оценивается вероятностью 0,7. Како-
Какова вероятность того, что из двух посеянных семян взойдет какое-

либо одно? [0,91.]

21. Из колоды в 36 карт наудачу вынимается одна. Какова ве-

вероятность того, что будет вынута пика или туз? [1/3.]

22. Брошена игральная кость. Найти вероятность того, что

выпадет четное или кратное трем число очков. [2/3.]
23. Имеется два набора деталей. Вероятность того, что деталь

первого набора стандартна, равна 0,8, а второго — 0,9. Найти

вероятность того, что взятая наудачу деталь (из наудачу взятого

набора) — стандратная. [0,85.]

24. В первой коробке содержится 20 радиоламп, из них 18

стандартных; во второй коробке — Ю ламп, из них 9 стандартных.
Из второй коробки наудачу взята лампа и переложена в первую.
Найти вероятность того, что лампа, наудачу извлеченная из первой
коробки, будет стандартной. [0,9.]

25. Студент М может заболеть гриппом (событие А) только в

результате либо переохлаждения (событие В), либо контакта с

другим больным (событие С). Требуется найти Р(А), если Р(В) =
= 0,5, Р{С) =0,5, Рв(Л)=0,3, РС(А) =0,1 при условии несовмести-

несовместимости В и С. [Р(А) =0,2.]

26. В коробке находятся 6 новых и 2 израсходованные батарей-
батарейки для карманного фонарика. Какова вероятность того, что две

вынутые из коробки наудачу батарейки окажутся новыми?

[15/28.]

27. На трех карточках написаны букты У, К, Ж. После тща-
тщательного перемешивания берут по одной карточке и кладут после-
последовательно рядом. Какова вероятность того, что получится слово
«ЖУК»? [1/6.]

28. Слово «керамит» составлено из букв разрезной азбуки.
Затем карточки с буквами перемешивают, и из нич извлекают

по очереди четыре карточки. Какова вероятность, что эти четыре
карточки в порядке выхода составят слово «река»? [1/840.]
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ГЛАВА II

СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

§ 5. ДИСКРЕТНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

1. Понятие «случайные величины».

Определение 1. Случайной величиной называется пере-
переменная величина, которая в зависимости от исхода испытания

случайно принимает одно значение из множества возможных зна-

значений.

Примеры. 1) Число очков, выпавших при однократном бро-
бросании игральной кости, есть случайная величина, она может при-

принять одно из значений: 1, 2, 3, 4, 5, 6;

2) прирост вес;! домашнего животного за месяц есть случайная
величина, которая может принять значение из некоторого число-

числового промежутка;

3) число родившихся мальчиков среди пяти новорожденных
еегь случайная величина, которая может принять значения 0, 1, 2,
3,4,5;

4) расстояние между эпицентром взрыва бомбы и целью, на

которую она сброшена, есть случайная величина, которая может

принять любое неотрицательное значение.

Случайные величины будем обозначать прописными буквами
X, Y, Z, а их возможные значения — соответствующими строчными

буквами х, у, г. Например, если случайная величина X имеет три

возможных значения, то они будут обозначены так:

Х\, Х2, Х3.

Определение 2. Случайная величина, принимающая раз-
различные значения, которые можно записать в виде конечной или

бесконечной последовательности, называется дискретной случай-
случайной величиной.

Ниже рассматриваются дискретные случайные величины, мно-

множество допустимых значений которых конечно.

Случайные величины из примеров 1) и 3) дискретные.
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Определение 3. Случайная величина, которая может при-

принимать все значения из некоторого числового промежутка, назы-

называется непрерывной случайной величиной.

Случайные величины из примеров 2) и 4) являются непрерыв-
непрерывными.

Определение 4. Под суммой (произведением) случайных
величин X и У понимают случайную величину Z =X+Y (Z = XY),
возможные значения которой состоят из сумм (произведений) каж-

каждого возможного значения величины X и каждого возможного

значения величины Y.

2. Законы распределения дискретных случайных величин. Рас-

Рассмотрим дискретную случайную величину X с конечным множест-

множеством возможных значений. Величина X считается заданной, если

перечислены все ее возможные значения, а также вероятности, с

которыми величина X может принять эти значения. Указанный

перечень всех ее возможных значений и их вероятностей называет-

называется законом распределения дискретной случайной величины. Закон

распределения дискретной случайной величины может быть задан
с помощью таблицы:

X

р

Х\

Pi

х2

Pi

Хз

Pi

-Vn-i

Р..-l

х„

Рп

В верхней строке выписываются все возможные значения хи

х2, . .
.,
хп величины X, в нижней строке выписываются вероятности

р\, p-i, . .
., рп значений хи х2, . .

., х„. Читается таблица следующим

образом: случайная величина X может принять значение Xi с

вероятностью pi (i = 1, 2, . .
., п).

Так как в результате испытания величина X всегда примет
одно из значений Х\, х2, ¦ ¦

¦, хп, то

Р1 + Р2+ ¦ ¦. +рп=1.

Пример. В денежной лотерее разыгрывается 1 выигрыш в

1000 р., 10 выигрышей по 100 р. и 100 выигрышей по 1 р. при об-

общем числе билетов ! 0 000. Найти закон распределения случайного

выигрыша X для владельца одного лотерейного билета.

Здесь возможные значения для X есть: Xi = 0, х2=1, лг3=100,
*4=1000. Вероятности их будут: р2 = 0,01; р3 = 0,001, р4 = 0,0001,
/У| = 1—0,0!—0,001—0,0001 = 0,9889. Следовательно, ззкон распреде-
распределения выигрыша X может быть задан таблицей:

100 1000

0,9889 0,01 0.001 0.0001
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§ 6. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ ДИСКРЕТНОЙ

СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ

1. Понятие математического ожидания. Закон распределения
полностью задает дискретную случайную величину. Однако часто

встречаются случаи, когда закон распределения случайной вели-

величины неизвестен. В таких случаях случайную величину изучают
но ее числовым характеристикам. Одной из таких характеристик
является математическое ожидание.

Пусть некоторая дискретная случайная величина X с конеч-

конечным числом своих значений задана законом распределения:

X

р

Xi

Pi Р2

хп

Р"

Определение. Математическим ожиданием М(Х) дискрет-
дискретной случайной величины X называется сумма произведений всех

возможных значений величины X на соответствующие вероятности:

M(X)=Xlpi + X2p2+ . . ¦ +Хпрп. A)

Пример. Найти математическое ожидание выигрыша X в

примере «з § 5 (п. 2).
Используя полученную там таблицу, имеем:

М(Х) =0-0,9889+ 1-0,01 + 100-0,001 + 1000-0,0001 =

= 0,21 р. = 21 к.

Очевидно, М(Х)=21 к. есть справедливая цена одного лотерей-
лотерейного билета.

Теорема. Математическое ожидание дискретной случайной
величины X приближенно равно среднему арифметическому всех

ее значений (при достаточно большом числе испытаний).

Доказательство. Предположим, что'Произведено п испы-

испытаний, в которых дискретная случайная величина X приняла зна-

значения Xi, . .
., Хк соответственно Ш\ ..

., т^ раз, так, что тх+ . . .+

+ Шк = п. Тогда среднее арифметическое всех значений, принятых
величиной X, выразится равенством

x,ml-\-x2m2+ ...

ИЛИ
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Так как коэффициент —- является относительной частотой события

«величина X приняла значение Xi» (i — 1,2,.. ., k), то

Из статистического определения вероятности следует, что при до-
достаточно большом числе испытаний р*~р\ (i= 1, 2, .

.., k).
Поэтому

или

Примечание. В связи с только что установленной теоремой
математическое ожидание случайной величины называют также ее

средним значением или ожидаемым значением.

2. Свойства математического ожидания дискретной случайной
величины. 1. Математическое ожидание* постоянной величины С

равно этой величине.

Постоянную С можно рассматривать как дискретную случай-
случайную величину, принимающую лишь одно значение С с-вероятностью
р=\. Поэтому М(С)=С-1 = С.

2. Постоянный множитель можно выносить за знак математи-

математического ожидания, т. е. М(СХ) =СМ(Х).
Используя соотношение A), имеем:

М{СХ) =

+ . . . ХпРп) = CM (X).

3. МО суммы двух случайных величин X и У равно сумме их

МО:

M{X+Y)=M{X)+M{Y).

Пусть X и Y имеют законы распределения:

X xi x2 Y yi у2

р р\ р2 р qi qi

Для упрощения доказательства мы ограничиваемся лишь двумя
возможными значениями каждой из случайных величин (в общем
случае доказательство аналогично).

Составим все возможные значения величины X+Y, для чего к

каждому возможному значению X прибавим каждое возможное

значение У; получим х^ + уи Xi + y2, x2 + yi и х2 + у2 (их вероятности
обозначим соответственно через ри, р\2, р2\ и р22).

В дальнейшем часто ради краткости вместо слов «математическое ожида-
ожидание» будем писать МО
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Докажем, что pu + Pi2
= Pu Событие, состоящее в том, что X

примет значение Ху (его вероятность равна pi), )влечет за собой

событие, состоящее в том, что X+Y приме1 значение Х\ + у\ или

Ai + Уг (вероятность этого события по геореме сложения вероятнос-
вероятностей несовместимых событий — см. § 1, п. 4 — раэна рц + рц).
Поэтому Pn + pn-pi. Аналогично доказываются равенства рп +

Р Р P P
Наконец, согласно формуле A) имеем

M{X+Y) = (xi-t-«/i)/?M+ (Xi +

yi(pn + P2l)

Определение. Случайные величины X и У называются не-

независимыми, если закон распределения каждой из них не зависит

от того, какое возможное значение приняла другая величина.

Примером двух независимых случайных величин могут служить
суммы выигрышей по каждому из двух билетов по двум различным
денежно-вещевым лотереям. Здесь ставший известным размер вы-

выигрыша по билету одной лотереи не влияет на ожидаемый размер
выигрыша и соответствующую ему вероятность по билету другой
лотереи.

Несколько случайных величин называются независимыми, если

закон распределения любой из них не зависит от того, какие воз-

возможные значения приняли остальные случайные величины.

4. МО произведения двух независимых случайных величин рав-
равно произведению их математических ожиданий:

M{XY)=M{X)M(Y).

Пусть независимые случайные величины X и У заданы законами

распределения B). Для упрощения выкладок мы ограничиваемся
лишь двумя 'возможными значениями каждой из случайных вели-

величин (в общем случае доказательство аналогично).
Составим все возможные значения величины XY: х:уи хху2, х2у\,

х2уг (их вероятности обозначим соответственно через рц, Р\2, Ргь

По теореме умножения вероятностей независимых событий —¦

см. § 3, п. 1 — вероятность того, что XY примет значение x^i, рав-
равна произведению вероятностей таких событий: X принимает зна-

значение X], a Y — значение уи т. е. pi}
= piqi. Аналогично pi2=p\q2,

Pi\=p2q\, р22=Р'2<}2-
Наконец, согласно формуле A) имеем

= M{X)M(Y).
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Следствием свойств 2 и 3 является свойство 5.

5. Математическое ожидание разности двух случайных вели-

величин X и У равно разности их математических ожиданий:

М(Х—У)=ЛГ(Х)—M(Y).

Примечание 1. Свойства 3 и 4 имеют место и для любого

конечного числа случайных величин.

Примечание 2. Если множество возможных значений дис-

дискретной случайной величины X бесконечно, то математическое ожи-

ожидание М(Х) определяется суммой числового ряда

М{Х)= ixkpk

при условии, что этот ряд абсолютно сходится [в противном слу-
случае говорят, что математическое ожидание М(Х) не существует].
Перечисленные свойства МО остаются в силе (см. [2]) и для та-

таких случайных величин.

Пример 1. Найти математическое ожидание случайной Бели-

чины Z = X-\-2Y, если известны математические ожидания случай-
случайных величин X и У: М(X) = 5, M(Y) =3.

Используя свойства 3 и 2 математического ожидания, получим:

M(Z) =М (Х + 2У) =М{Х) +МBУ) =

= M(X)+2M(Y) =5+ 2-3=11.

Пример 2. Найти математическое ожидание случайной ве-

величины Z = 2X—У, если даны математические ожидания случай-
случайных величин X и У:

=4; М(У)=6.

Используя свойства 5 и 2 математического ожидания, получаем:

M(Z) =MBX—Y) =MBX)—M(Y) =

—М(У)=2-4—6= 2.

Пример 3. Независимые случайные величины заданы зако-

законами распределения:

0,5

0,2 0,8 р 0,3 0,7

Найти математическое ожидание случайной величины XY.

Найдем математические ожидания каждой из данных величин:

М(Х) = 1.0,2+2-0,8= 1,8;

М(У) =0,5-0,3+1-0,7 = 0,15+0,7 = 0.85.
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Случайные величины X и Y независимы, поэтому искомое мате-

математическое ожидание

M(XY) =M(X)M(Y) = 1,8-0,85= 1,53.

§ 7. ДИСПЕРСИЯ ДИСКРЕТНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ

1. Понятие дисперсии. МО не дает полной характеристики зако-

закона распределения случайной величины. Покажем это на примере.
Пусть заданы две дискретные случайные величины X и Y своими

законами распределения:

X —i 0 2 Y —100 0 100

0,4 0,2 0,4 р 0.3 0,4 0.3

Несмотря на то что МО величин X и Y одинаковы:

М(Х) =—2-0,4 + 0-0,2 + 2-0,4 = 0,0;

М(У)= —100-0,3 + 0-0,4+100-0,3 = 0,0,

однако возможные значения величин X ,и У «разбросаны» или

«рассеяны» около своих МО по-разному: возможные значения ве-

величины X расположены гораздо ближе к своему МО, чем значения
величины У.

Укажем еще на один пример. При одинаково средней величине

годовых осадков одна местность может быть засушливой и небла-

неблагоприятной для сельскохозяйственных работ (нет дождей весной

и летом), а другая — благоприятной для ведения сельского хозяй-

хозяйства.

Из сказанного вытекает необходимость введения новой число-

числовой характеристики случайной величины, по которой можно судить

о «рассеянии» возможных значений этой случайной величины.

Пусть задана дискретная случайная величина X:

X Х\ X<i ... Хп

Р Pi Pi ... Рп

Определение 1. Отклонением случайной величины X от ее

МО М(Х) (или просто отклонением случайной величины X) назы-

называется случайная величина X—М(Х).
Видно, что для того, чтобы отклонение случайной величины X

приняло значение Х\—М(Х), достаточно, чтобы случайная величи-

величина X приняла значение Х\. Вероятность же этого события равна pi;

следовательно, и вероятность того, что отклонение случайной ве-

'пшины X примет значение Х\—М(Х}, также равна П\. Лналогично
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обстоит дело и для остальных возможных значений отклонения слу-

случайной величины X. Используя это, запишем закон распределения

отклонения случайной величины X:

Х-М (X) Xi—M (X) х2—М (X) ... хп—М (X)

Р Pi Р_2 L1J Рп

Вычислим теперь МО отклонения X—М(Х). Пользуясь свой-

свойствами 5,и 1 (§ б, п. 2), получим:

М[Х—М{Х)]=М{Х)—М{Х)=О.

Следовательно, справедлива следующая теорема.

Теорема. МО отклонения X—М(Х) равно нулю:

М[Х—М(Х)]=0.

Из теоремы видно, что с помощью отклонения X—М(Х) не

удается определить среднее отклонение возможных значений вели-

величины X от ее МО, т. е. степень рассеяния величины X. Это объяс-

объясняется взаимным погашением положительных и отрицательных
возможных значений отклонения. Однако можно освободиться от

этого недостатка, если рассматривать квадрат отклонения случай-
случайной величины X.

Запишем закон распределения случайной величины [X—М(Х)]2
[рассуждения те же, что и в случае случайной величины X—М(Х)]:

PiРг

Определение 2. Дисперсией D(X) дискретной .случайной
величины X называется МО квадрата отклонения случайной вели-

величины X от ее МО:

d(X)=m\(x—ма)у\.

Из закона распределения величины [X—М(Х)]2 следует, что

D(X)=*[Xl—M(X)]*Pl+ [x2—M(X)]*p2+ ... + [хп—М{Х))*рп.

Пример. Случайная величина X задана своим законом рас-
распределения:
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Найти D(X).
Имеем:

М{Х) = 1-0,2 + 3-0,2 + 6-0,3 + 7-0,1 + 9- 0,2 = 5,1;

[Xi—M(x)J2 = [1—5,1]2 = 16,81;

[х2—М(Х)}2 = [3—5,1^ = 4,41;

[х3—М(Х)]2= [6—5,1]
2 = 0,81;

[ха—М(Х)}2= [7—5,1^ = 3.61;

[хь—М(Х)] 2= [9—5,112 = 15,21.

Таким образом, закон распределения случайной величины [X—
—М(Х)]3 выразится таблицей:

\Х—М(Х)}2 16,81 4,41 0,81 3,61 15,21

р 0,2 0,2 0,3 0,1 0,2

Отсюда

D{X) = 16,81 -0,2 + 4,41 -0,2 + 0,81 -0,3 + 3,61 -0,1+ 15,21 -0,2 = 7,89.

2. Свойства дисперсии дискретной случайной величины.

1. Дисперсия дискретной случайной величины X равна разнос-
разности между МО квадрата величины X и квадратом ее МО:

Z>(X)=M(X2)—МЦХ).

Действительно, используя свойства МО, имеем:

D(X)=M[ {Х—М(X)J] =М [X2—2ХМ{Х) +М2 {X) ] =

= М(Х2)—2М(Х)-М{Х)+М2(Х) =

С помощью этого свойства и свойств МО устанавливаются следую-
следующие свойства.

2. Дисперсия постоянной величины С равна нулю.

Действительно,

D(C) =М(С2)—МЦС) =С2—С2 = 0

3. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии,

возводя его в квадрат:

О'СХ)=СЮ(Х)
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В самом деле,

D(CX)=M{C2X'2) —МЦСХ) = С2М(Л'2) - С2МЦХ) -

- С2 [М (X2) —М> (X) ] = СЮ (X).

4. Дисперсия суммы двух независимых случайных величин

равна сумме дисперсий этих величин:

D(X+Y)=D(X)+D(Y).
Действительно,

D {Х+ У) =М [ {Х+ YJ] —М2 (Х+ У) =

У2)—М2(Х)—2М(Х)М(У)—М2(У) =

—МЦХ)] + [М(У2)—М2(У)] =D(X)+D(Y).

Методом математической индукции это свойство распространя-
распространяется и на случай любого конечного числа слагаемых.

Следствием свойств 3 и 4 является свойство 5

5. Диоперсия разности двух независимых случайных величин

X и У равна сумме их дисперсий:

D(X—Y)=D{X)+D{Y).

Пример 1. Используя свойство 1 дисперсии, найти диспер-
дисперсию случайной величины X, имеющей следующий закон распреде-
распределения:ления:

X

р

1

0,1

2

0,2

3

0,3

4

0,3

5

0,1

Находим математические ожидания случайной величины X и

квадрата ее:

М(Х) = 1-0,1+ 2-0,2 +3-0,3 + 4-0,3 +5-0.1 =

= 0,1 + 0,4 + 0,9+1,2 + 0,5-3,1;

М (X2) = 12 • 0,1 +22 • 0,2 + З2 • 0,3 + 42 • 0,3+ 52 • 0,1 =

= 0,1 + 0,8 + 2,7 + 4,8+2,5=10,9.

^сюда в силу овойства 1 дисперсии

D (X) =,10,9— C,1 J = 10,9—9,61 = 1,29.

Пример 2. Дисперсия случайной величины X равна 3.
1айти дисперсию следующих величин: а) —ЗХ; б) 4Х + 3.

3 Заказ ]«¦ Ц28 33



Согласно свойствам 2, 3 и 4 дисперсии имеем:

a) D (—Ж) =9D (X) =9-3= 27;

б) DDX+ 3)=Z)DX)+?»C) = 16D(X)+ 0= 16-3=48.

3. Среднее квадратическое отклонение.

Определение. Средним квадратическим отклонением а(Х)
случайной величины X называется корень квадратный из ее дис-

дисперсии:

Введение среднего квадратического отклонения объясняется
тем, что дисперсия измеряется в квадратных единицах относитель-

относительно размерности самой случайной величины. Например, если воз-

возможные значения некоторой случайной величины измеряются в

метрах, то ее диоперсия измеряется в квадратных метрах. В тех

случаях, когда нужно иметь числовую характеристику рассеяния
возможных значений в той же размерности, что и сама случайная
величина, и используется среднее квадратическое отклонение.

Пример. Случайная величина X — число очков, выпавших

при однократном бросании игральной кости. Определить а{Х).
Имеем:

D (X) = A-3,5) *. -J- + B-3,5) '•-!- + C-3,5) *.-!-

4. Понятие о моментах распределения.

Определение. 1. Начальным моментом порядка k случай-
случайной величины X называется МО случайной величины Хк, где k —

натуральное число:

Следовательно, если X имеет распределение

Л Xi Хг ... Хп

Р Pi Pi Pn
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то

МО и диоперсию случайной величины X можно выразить через

начальные моменты первого и второго порядкоз

M(X)=v,;

D{X)=M(X*)—M*(X)=v3—v,2. A)

Определение 2. Центральным моментом порядка k слу-

случайной величины X называется МО величины [X—М(Х)]к:

Из определения 2, установленной выше теоремы (п. 1) и

определения дисперсии следует, что

уц
=М[Х—М(Х)]=0;

ll2=M[(X-M(X)y]=D(X). B)

Сравнивая соотношения A) и B), получим:

M-2=V2—Vi2. C)

Пример 1. Дискретная случайная величина X задана зако-

законом распределения:

X 1

0,4 0,6

Найти начальные моменты первого и второго порядков.

Найдем начальный момент первого порядка:

= 1-0,4 + 3-0,6 = 2,2.

Напишем закон распределения величины X2:

0,4 0,6

"айдем начальный момент второго порядка:

v2=M(X2) = 1-0,4 + 9-0,6 = 5,8.
3*
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Пример 2. Дискретная случайная величина X задана зако-

законом распределения, приведенным в предыдущем примере. Найти

центральный момент второго порядка.
Как установлено в предыдущем примере, vi = 2,2 и vs = 5,8.

Поэтому согласно формуле C)

ц2 = 5,8—2,22 = 5,8—4,84 = 0,96.

§ 8. ОСНОВНЫЕ ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

ДИСКРЕТНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

1. Биномиальное распределение. Пусть производится п испы-

испытаний, причем вероятность появления события А в каждом испы-

испытании равна р и не зависит от исхода других испытаний (незави-
(независимые испытания). Так как вероятность наступления события А
в одном испытании равна р, то вероятность его ненаступления
равна q= 1—р.

Найдем вероятность того, что при п испытаниях событие А

наступит т раз (пк.п).
Пусть событие А наступило в первых т испытаниях т раз

и не наступило во всех последующих испытаниях. Это сложное

событие можно записать в виде произведения:

АА ... А АА ... А

т раз п—т раз

Общее число сложных событий, в которых событие А наступает
т раз, равно числу сочетаний из п элементов по т элементов. При
этом вероятность каждого сложного события pmqn~m. Так как эти

сложные события являются несовместимыми, то вероятность их

суммы равна сумме их вероятностей. Итак, если Рп{т) есть ве-

вероятность появления .события А т раз в п испытаниях, то

или

Формула A) называется формулой Бернулли*.

Пример 1. Пусть всхожесть семян данного растения сос-

составляет 90%. Найти вероятность того, что из четырех посеянных

семян взойдут: а) три; б) -не менее трех.

а) В данном случае л=4, m=3, p= 0,9, q=l—р= 0,1.
Применяя формулу Бернулли (il), получим:

* Якоб Бернулли A654—1705) — швейцарский математик.
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б) Искомое событие А состоит в том, что из четырех семян взой-

взойдут или три, или четыре. По теореме сложения вероятностей

Р(Л)=Р4C) + Р4D). Но Р<D) = @,9L = 0,6561. Поэтому Р(А) =

= 0,2916+0,6561 = 0,9477.
Снова рассмотрим п независимых испытаний, в каждом из ко-

коА Об X
Сн рр ,

торых наступает событие А с вероятностью р. Обозначим через X

случайную величину равную числу появлений события А в п

испытаниях.

торых наступает событие А с вероятностью р. Обозначм через X

случайную величину, равную числу появлений события А в п

Понятно, что событие А может вообще не наступить, наступить
1 раз, 2 раза и т. д. и, наконец, наступить п раз. Следовательно,

возможными значениями величины X будут числа 0, 1,2,.. ., п—1, п.

По формуле Бернулли можно иайти вероятности этих значений:

Рп(п)=р".

Запишем полученные данные в виде таблицы распределения:

Cnmpm<7n~m рп

Построенный закон распределения дискретной случайной величи-

величины X называется законом биномиального распределения.

Найдем М(Х). Очевидно, что Х\ — число появлений события А
в каждом испытании — представляет собой случайную величину
со следующим распределением:.

Поэтому М(Х()==0-о+1-р = /з. Но так как Х=ХХ+ ...+Хп, то

М(Х)=пр.
Найдем далее ?>(Х) и а(Х). Так как величина Xi2 имеет рас-

пРеделение

X,2 О2 I2

Pi
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ToM(Xi2)=02q+\2p = p. Поэтому

D{Xl)=M(Xi*)—M*(Xl)=p—p* =p{l—p)=p

Наконец, в силу независимости величин Хи Х2, ..., Хп

D(X) = Z)(X,) +D(X2) + ... +D(Xn) =npq.

Отсюда

a{X)=ynpq.

Пример 2. Монета брошена 2 раза. Написать в виде табли-

таблицы закон распределения случайной величины X — числа выпаде-

выпадений герба.
Вероягность появления герба в каждом бросании монеты р

= 7г-
Следовательно, вероятность непоявления герба q=\—72 = 72.
При двух бросаниях монеты герб может либо совсем не появиться,

либо появиться 1 раз, либо появиться 2 раза. Таким образом, воз-

возможные значения X таковы: Xi = 0, лг2 = 1, л:з = 2. Найдем вероят-
вероятность этих возможных значений по формуле Бернулли:

Р^)= пи

Теперь запишем искомый закон распределения:

X

р

0

1
4

1

1
2

2

1
4

2. Распределение Пуассона*. Пусть производится серия п неза-

независимых испытаний (п=\, 2, 3, ...), причем вероятность появ-

появления данного события А в этой серии Р(А) =рп>0 зависит от ее

номера п и стремится к нулю при п-^-оо (последовательность «ред-
«редких событий»). Предположим, что для каждой серии среднее зна-

значение числа появлений события А постоянно, т. е.

прп = \1 = const.

Отсюда

* Симеои Пуассон A781—1840) — французский физик и математик.
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На основании формулы Бернулли A) для вероятности появле-

появления события А в я-й серии ровно т раз имеет место формула

Пусть т фиксировано. Тогда

llm Cn-(i)" =lim А

(здесь использован второй замечательный предел lim(l + l/x)x = e).
Х-»о°

Поэтому

\im Рп{т) =-^~ e-v-.

Если п велико, то в силу определения предела вероятность

Рп{т) сколь угодно мало отличается от ¦—-цте~^. Отсюда при

больших п для искомой вероятности Рп(т) имеем лриближенную
формулу Пуассона (для простоты знак приближенного равенства
опущен).

где \i
= npn.

Пример. Завод отправил на базу 500 доброкачественных
изделий. Вероятность того, что в пути изделие повредится, равна
0,002. Найти вероятность того, что на базу придут три негодных
изделия.

По условию п=500, рп = 0,002, т= Ъ. Поэтому ^
= 500-0,002= 1

и искомая вероятность

^бооC)«-gf е-'«0,06.

Определение. Говорят, что случайная величина X опреде-
определена по закону Пуассона, если эта величина задана таблицей

Х_ I о 1 2 з | ••¦

Р -
ц2

_
ц3
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где ц
— фиксированное положительное число (разным значениям

уь отвечают разные распределения Пуассона).
Полеано проверить, что для написанной таблицы сумма всех

вероятностей равна единице. Действительно, с учетом известного

разложения для ех имеем

¦ |Л I \
., i

-t--2—-T-...)=e e* = i.

Распределение Пуассона заслуживает особого внимания, так

как из всех дискретных распределений оно наиболее часто встре-
встречается в приложениях.

Найдем математическое ожидание дискретной величины X,
распределенной по закону Пуассона. Согласно определению мате-

математического ожидания (§ б, п. 2, примечание 2) имеем

*-о

Таким образом, параметр уь в распределении Пуассона есть не

что иное, как математическое ожидание величины X.

Найдем далее D(X). Сначала найдем начальный момент второ-
второго порядка (§ 7,п.4):

Запишем закон распределения величины X2:

X2 0 14 9

р
Г'

2,
<=

3!

Отсюда

Теперь по известной формуле (§ 7, п. 4) вычисляем дисперсию

D{X) =v2—v,2 =
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§ 9. НЕПРЕРЫВНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

!. Интегральная функция распределения. Для непрерывной

случайной величины в отличие от днафетной нельзя построить

таблицу распределения. Поэтому непрерывные случайные .величины

изучаются другим способам, который мы сейчас рассмотрим.

Пусть X
— непрерывная случайная величина с возможными зна-

значениями из некоторого интервала (а; Ь) их — действительное чис-

число. Под выражением Х<.х понимается событие «случайная вели-

величина X приняла значение, меньшее х». Вероятность этого события

Р(Х<х) есть некоторая функция переменной х:

F(x)=P(X<x).

Определение. Интегральной функцией распределения (или

кратко функцией распределения) непрерывной случайной величи-

величины X называется функция F(х), равная вероятности того, что X

приняла значение, меньшее х:

F(x)=P(X<x). A)

Отметим, что функция распределения совершенно так же опре-
определяется для дискретных случайных величин.

Укажем свойства, которыми обладает функция F (х).
\. 0<F(x)<>1.
Это свойство следует из того, что F(x) есть вероятность.
2. F(x) — неубывающая функция, т. е. если Xi<x2, то F

)
Доказательство. Предположим, что Xi<x2. Событие «X

примет значение, меньшее х2* можно представить в виде суммы
двух несовместимых событий: <Х примет значение, меньшее X]» и

«X примет значение, удовлетворяющее неравенствам Х\<сХ<Сх2».
Обозначим вероятности последних двух событий соответственно

через P{X<Xi) и Р{Х\<.Х<.х2). По теореме о вероятности суммы
двух несовместимых событий имеем

Р(Х<х2) =P(X<xl)+P{xi<.X<x2),

откуда с учетом равенства A)

P{x1<cX<x2)=F(x3)—F{xl). B)

Так как вероятность любого события есть число неотрицатель-
неотрицательное, то Р{х{^.Х<х2)>-0 и, значит,

Формула B) утверждает свойство 3.

3. Вероятность попадания случайной величины X в полуинтер-
полуинтервал [а; Ъ) равна разности между значениями функции распреде-
распределения в правом и левом концах .интервала (а; Ь):

P(a<X<b)=F(b)—F(a). C)
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В частности, в случае интервала (х; х+Ах)

P{x<X<x+Ax)=F(x+Ax)—F(x). C')

Пример. Случайная величина X задана функцией распреде-
распределения:

F(x) =

О при х<.—i;

х
, 1

4 ' 4 при —1<л;<3;

1 при х>3.

Найти вероятности того, что в результате испытания X примет
значение, принадлежащее полуинтервалу [0; 2). Так как на полу-

х 1

интервале [0; 2) F(x) = -j- + —, то

Р@<Х<2) =FB)-F@) =-^ + -L--L= -L.

4. Вероятность того, что непрерывная случайная величина X

примет какое-либо зараиее заданное значение, равна нулю:

Доказательство. Положив в B) х2 = Х\ + Ах, будем иметь

P{xl<.X<xl+Ax) = F{xl + Ax)—F{xl). E)
Так как F(x) — непрерывная функция, то перейдя в E) к пределу
при Алг-Ю, получим искомое равенство D).

Из свойства 4 следует свойство 5.
5. Вероятности попадания непрерывной случайной величины в

интервал, сегмент и полуинтервал с одними и теми же концами

одинаковы:

P(a<X<b) =P(a<iX<b)=P(a<X<b)=P(a<X^b). F)

6. Если возможные значения случайной величины X принадле-
принадлежат интервалу (а; Ь), то: 1) F(x)=0 при жа; F(x) = \ при х>>Ь.

Доказательство. I) Пусть Xi<a. Тогда событие Х<Х\ не-

невозможно, и, следовательно, вероятность его равна нулю. 2) Пусть
ЛГ2>&. Тогда событие Х<х2 достоверно, и, следовательно, вероят-
вероятность его равна 1.

Следствие. Если возможные значения непрерывной случай-
случайной величины расположены на всей числовой оси, то справедливы

следующие предельные соотношения:

F(__оо) Mirn F(x) =0; f(+oo) -lira F(x) = 1.

В дальнейшем случайную величину называем непрерывной, если

ее функция распределения есть непрерывная с непрерывной или

кусочно-непрерывной производной.
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2. Дифференциальная функция распределения. Дифференциаль-
Дифференциальной функцией распределения непрерывной случайной величины X

(или ее плотностью вероятности) называется функция f{x), равная

производной интегральной функции

f(x)=F'(x).

Так как F(x) — неубывающая функция, то f(*)>0 (см. прило-

приложение !)•„..
Из равенства C ) с учетом известного неравенства (см. прило-

приложение 1) F{x+Ax)—F(x) ~F'{x)\x (для малых |Лх|) и свойства 5

(п. 1) имеем

Р(х<Х<х+Ах) ~F'{x)Ax

или

Р{х<Х<х+ Ах) «f (х)Ах

(для малых Ад), т. е. вероятность попадания случайной величины

X в интервал (х; х+Ах) при малых Ал: приближенно равна произ-

произведению ее плотности вероятности в точке х на длину этого интер-

интервала.
Имеет место и следующая теорема.

Теорема. Вероятность попадания непрерывной случайной
величины X в интервал (а; Ь) равна определенному интегралу от

ее плотности вероятности, взятому в пределах от а до Ь:

P{a<X<b) = \f(x)dx. G)
а

Доказательство. Так как F(x) является первообразной
для f{x), то на основании формулы Ньютона—Лейбница (см. при-
приложение 1) .имеем

}f{x)dx=F{b)—F(a). (8)
а

Теперь с учетом соотношений C), F), (8) получим искомое равен-
равенство.

Из G) следует, что геометрически (см. приложение 1) вероят-
вероятность Р(а<Х<Ь) представляет собой площадь криволинейной
трапеции, опраниченной графиком плотности вероятности y = f(x)
и отрезками прямых у = 0, х=а и х—Ь.

Следствие. В частности, если f(x) — четная функция и

концы интервала симметричны относительно начала координат,
то

(—а<Х<а)=Р(\Х\<а)=2и(х)Aх. (9)
о
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Действительно,

aU(x)dx=]f(x)dx+aU(x)dx= -)f(->
—а —а 0 а

+ U(x)dx=)f(x)dx+)f(x)dx=2b(x)dx.
ооо о

Пример 1. Задана ллотность вероятности случайной вели-

величины X

О при х<0;

2х при

О при

Найти вероятность того, что в результате испытания X примет
значение, принадлежащее интервалу @,5; 1).

Согласно формуле G) искомая вероятность

P@,b<X<l)=2Sxdx=x2 j =0,75.
0,5 0,5

Заменяя в формуле (8) а на —°° и b на х, получим:

F{x)-F(-oO)=U(x)dx,

откуда в силу найденного выше следствия (п. 1)

F(x)=jj(x)dx. A0)

Формула A0) дает 'возможность отыскать интегральную функ-
функцию распределения F (х) по ее плотности вероятности

Отметим, что из формулы A0) и из только что отмеченного след-

следствия вытекает, что

Пример 2. Плотность вероятности случайной величины X

задана так:

Требуется найти коэффициент А, функцию распределения F (х) и

вероятность попадания случайной величины X в интервал @; 1).
Коэффициент А найдем, воспользовавшись соотношением A1).
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,
_ +/° Adx

_

? Adx , +f°° Adx

Так как

+

ctg.x:| =Л [arctg( + oo)—arctg(—oo)] =An,
— oo 0

то Ля= 1, откуда А=\\/п.

Применяя формулу A0), получим функцию распределения F(x):

1?
= ln [arctgx—arctg(—oo)]=-l--i-— artgx.

Наконец, формулы C) и F) с учетом найденной функции F(x)
дают:

P{0<X<l)=F(l)—F{0)= ^-.

§ 10. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ И ДИСПЕРСИЯ
НЕПРЕРЫВНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ

Пусть непрерывная случайная величина X задана плотностью

вероятности f(x). Допустим, что все возможные значения X при-
принадлежат отрезку [а; Ь\. Точками xo = a<Xi<x2 . . . <хп-\<хп — Ь

разобьем его на п частичных отрезков, длины которых обозначим

через Ахь Дх2, . .
.,

Ахп. Наибольшую из этих длин обозначим

через К.
Имея в виду определить МО непрерывной случайной величины

по аналогии с дискретной, составим сумму

[напомним, что произведение f(Xk)Axk при малых Дхк приближен-
приближенно равно вероятности попадания случайной величины X в интервал
(хк; лГк+Дхк) см. § 9, п. 2]. Перейдя в этой сумме к пределу при

ь

Я.-Ю, получим определенный интеграл $xf(x)dx, который и назы-

а

вают математическим ожиданием непрерывной случайной величи-

величины X, все возможные значения которой принадлежат отрезку
[а; Ь\:
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Если возможные значения непрерывной случайной величины X

принадлежат всей оси Ох, то математическое ожидание опреде-
определяется интегралом

M(X)=Yxi(x)dx. A)

При этом предполагается, что несобственный интеграл сходится

абсолютно, т. е. существует интеграл | \x\f(x)dx.

По аналогии с дисперсией дискретной случайной величины

определяется и дисперсия непрерывной случайной величины.

Дисперсией непрерывной случайной величины X называют ма-

математическое ожидание квадрата ее отклонения.

Если все возможные значения X принадлежат отрезку [а; Ь], то

D(X)=)[x-M{X)]*f{x)dx;
а

если возможные значения X принадлежат всей оси Ох, то

D(X)=+jjx-M(X)]*f(x)dx B)

при условии, что последний несобственный интеграл сходится.
Заметим, что свойства математического ожидания и дисперсии

дискретных случайных величин сохраняются и для непрерывных
случайных величин.

Наконец, для непрерывной случайной величины X среднее квад-
ратическое отклонение а(Х) определяется, как и для дискретной
величины, формулой о(Х) =~]/D(X).

Пример. Случайная величина X задана плотностью вероят-
вероятности

О прн л;<0;

{— -у-при 0<х<2;

[о при х>2.

Определить математическое ожидание, дисперсию и среднее квад-
ратическое отклонение величины X.

Согласно формулам A) и B) имеем:

|
о

D(X) =7 (х - 4 ff(x)dx= { (х
- 4Г \-xdx
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§ ТТ. ОСНОВНЫЕ ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НЕПРЕРЫВНЫХ

СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

1. Равномерное распределение. Распределение вероятностей не-

непрерывной случайной величины X, принимающей все свои значе-

значения из отрезка [а; Ь], называется равномерным, если ее плотность

вероятности на этом отрезке постоянна, а вне его равна нулю, т. е.

f(x) =
0 при х<а;

с при а<л;<6;

0 при х>Ь.

Отсюда

+ff(x)dx= lcdx=c{b—a).
— оо а

Но, как известно (см. § 9, пункт 2),

Yf(x)dx=l.

A)

B)

Из сравнения равенств A) .и B) получаем с=~ .

Итак, плотность вероятности непрерывной случайной величины

X, распределенной равномерно «а отрезке [а; Ь], имеет вид

О

1_
6—а

О

при х<а;

-7 при а<л;<Ь;

при х>Ь.

Пример. На отрезке [а; Ь] наугад указывают точку. Какова
вероятность того, что эта точка окажется в левой половине отрезка?

Обозначим через X случайную величину, равную координате
выбранной точки. X распределена равномерно (в этом и состоит точ-
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ный смысл слов: «наугад указывают точку»), а так как середина от-

отрезка [а; Ь] имеет координату
—~Г-~ > то искомая вероятность равна

(см. §9, п. 2):
а + Ь а + Ь

Ц*-) = J f(x)dx=j --1— rfx =
la a b—a

1 / a \-b \ _J_

Впрочем, этот результат был ясен с самого начала (ом. § 2, п. 1).
2. Нормальный закон распределения. Закон распределения ве-

вероятностей непрерывной случайной величины X называется нор-

нормальным законом или законом I аусса*, если ее плотность вероят-
вероятности есть

/(*),=-U-*-*-* , C)
ау2я

где а и а — постоянные, причем 0>О.

Убедимся, что функция C) удовлетворяет условию A1) из § 9.

Действительно, перейдя в интеграле

— !=.- J e'~2^~ dx D)

к новой переменной

получим интеграл

Но

1 +~ О +~

-L- f e-'2d/= -L- J е-р dt.
}Л -оо >'я о

¦у _B dt=
>'д

J 9
0

z

Следовательно,

Значит, интеграл D) тоже равен единице.

Покажем, что М (Х)=а, о=У? (X), или 02 =D (X).
Согласно формуле A) из § 10.получаем

, + ^> (х- аJ

*
Карл Гаусс A777—1855) — немецкий математик.
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Введя новую переменную / по формуле E), с учетом равенства F)
получим:

М(Х) = -i=- Y 4 +V
уя --

In - У2я

Далее, в соответствии с формулой B) из § 10

D (А) = L- } (x—a)
Tf23X

V*

Воспользовавшись .подстановкой E), получим:

Применяя здесь метод интегрирования по частям (t=u, te dt-
= cfo), получим с учетом F):

D{X)= ?L

В приложении 1 лостроем график функции г/ = е"х" (кривая
Гаусса). С учетом графика этой функции график функции C) бу-
будет иметь вид (рис. 1).

Рис.

Причем его максимальная ордината равна 1/(оУ2л). Значит, эта

ордината убывает с возрастанием значения о (кривая «сжимается»
к оси Ох — рис. 2) а возрастает с убыванием значения о (кривая
«Растягивается» в положительном направлении оси Оу). Измене-
ние значений параметра а (при неизменном значении а) не влияет
Иа форму кривой.
4 Заказ № И 28 49
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Рис. 2

Нормальное распределение с парамеграми а = 0 и <г=1 называ-

называется нормированным. Дифференциальная функция в случае такого

распределения будет
1
—е

Пусть случайная величина X распределена по нормальному
закону. Тогда вероятность того, что X примет значение, принадле-
принадлежащее интервалу (а, |3), .согласно теореме из п. 2 § 9

1

огУ2я i

Сделав в этом интеграле замену переменной по формуле E), полу-
получим:

ау2п о—a

откуда с учетом того, что функция Ф (х) = J e
2 dt является пер-

0

вообразной для е~г ,и формулы Ньютона—Лейбница, будем иметь

G)

Пример 1. Пусть случайная величина X распределена по

нормальному закону с параметрами а = 30 и о=10. Найти вероят-
вероятность того, что X примет значение, принадлежащее интервалу
(J0; 50).

Пользуясь формулой G), получим:

РA0<Х<50) =

50

=ФB)-Ф(-2) =2ФB).



По таблице приложения 3 находим ФB) =0,4772. Отсюда искомая

вероятность

РA0<Х<50) =2-0,4772 = 0,9544.

Часто требуется вычислить вероятность того, что отклонение

нормально распределенной случайной величины X от ее математи-

математического ожидания по абсолютной величине меньше заданного по-

положительного числа б, т. е. найти Р( \Х—а\ <б).
Используя формулу G) и нечетность функции •<&(*)„ имеем:

Р{\Х—о|<б) =Р{а—о<Х<а+б) =

т. е.

Р(|Х-а|<8)=2ф(-?-). (8)

Пример 2. Пусть случайная величина X распределена по

нормальному закону с параметрами а = 20 и а=10. Найти Р(\Х—
—20|<3).

Используя формулу (8), имеем:

Р(|Х-20|<3)=2Ф (—-)¦
По таблице приложения 3 находим Ф@,3) =0,1179. Поэтому

Р(\Х—201<3) =0,2358.

Нормальное распределение вероятностей имеет в теории вероят-
вероятностей большое значение. Нормальному закону подчиняется ве-

вероятность пр,и стрельбе по цели, в измерениях и т. п.

§ 12. ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ

1. Неравенство Чебышева.

Лемма. Пусть X — случайная величина, принимающая толь-
только неотрицательные значения; тогда

Доказательство. Для простоты докажем это утверждение
Для дискретной величины X, принимающей случайные значения

хи^х2, ..., хп, при условии X|>0. По теореме сложения вероятнос-
вероятности для несовместимых событий (§ 1, п. 4) имеем

Р(Х>1) = S Р(Х= х,),
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где суммирование распространено на все значения х\, большие

или равные единице. Но для Xi>l очевидно,

Поэтому

Xi). B)

Добавим к правой части неравенства B) сумму Е Х\Р(Х — х\), где
1

l. Эта сумма неотрицательна, так как ЛГ|>О по условию, а ве-

вероятность Р(Х= Х[)>-0. Поэтому

1-1
C)

Последняя сумма распространена на все значения х\, принимае-
принимаемые случайной величиной X. Следовательно (см. § 6, п. 1),

Отсюда, сопоставляя соотношения B) и C), имеем искомое нера-
неравенство A).

Теорем а. Для любой случайной величины X при каждом по-

положительном числе е имеет место неравенство

. D)

Неравенство D) называется неравенством Чебышева*.

Доказательство. Так как событие \Х—М(Х)\^е равно-
равносильно событию

(Х-М(Х))* .

e2

то

Случайная величина (X—М(Х))г/г2 неотрицательна, и, значит,
согласно лем1ме, свойству 2 МО (§ 6, п. 2) и определению дисперсии

(§7,п. 1)

* П. Л. Чебышев A821—1894) — выдающийся русский математик.
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Поэтому

Пример. Пусть случайная величина X имеет D(X) =0,001.
Какова вероятность того, что она отличается от М(Х) более чем

на 0,1?
По неравенству Чебышева

Р{\Х-М{Х)\>0,1)< Ш--^?- =0,1.

Примечание. Отметим другую форму неравенства Чебыше-
Чебышева. Так как событие, выражаемое неравенством \Х—М(Х)\<г
противоположно событию, выражаемому неравенством \Х—
—М{Х) |>е, то (§ 1, п. 4, следствие)

Р(\Х—М(Х)\<е)+Р(\Х—М(Х)\>г) = \.

Отсюда с учетом неравенства D) получаем такую форму нера-
неравенства Чебышева:

^? E)

2. Закон больших чисел Чебышева. Докажем закон больших

чисел в широкой и удобной для практики форме, полученной
П. Л. Чебышевым.

Теорема (теорема Чебышева; закон больших чисел). Если

дисперсии независимых случайных величин Хи Х2, .
.., Хп ограни-

ограничены одной и той же постоянной с, D(Xi)<.c, i=\, 2, . .
., п, то

каково бы ни было е>0, вероятность выполнения неравенства

\Х—М(Х)\<е, где Х=1/п(Х1 + Х2+ ... + Хп), будет сколь угодно

близка к единице, если число случайных величин п достаточно ве-

велико, т. е.

ИтР{\Х—М{Х)\<&) = 1. F)

Доказательство. Применяя неравенство Чебышева E) к

величине X, имеем:

Р(\Х—М(Х)\<г)>>1— ^-. G)

Пользуясь свойствами дисперсии (§ 7, п. 2) и условием теоремы,
получим:

D(X) = -±_ [D(X,) + . . . +D(XB)] < ~- = f •
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Отсюда с учетом неравенства G) и того, что вероятность любого
события не превосходит единицы- (§ 1, п. 3), получим

l--?-. (8)

Наконец, переходя в неравенство (8) к пределу при л-м», прихо-
приходим к искомому com ношению F).

3. Частный случай теоремы Чебышева. Если все Хк имеют оди-

одинаковое математическое ожидание M(Xi) = . . . —М(Хп) =а и

D(Xk)<c, /г=1, .
.., л, то

HmP(|I—а|<8) = 1. (9)
П -» со

Действительно, в условиях рассматриваемого частного случая
равенство F) имеет вид (9).

Сущность теоремы Чебышева состоит в следующем. Несмотря
па то что каждая из независимых случайных величин Хк может

принять значение, далекое от математического ожидания М(Хк),
среднее арифметическое X достаточно большого числа случайных
величин с большой вероятностью весьма близко к среднему ариф-
арифметическому их математических ожиданий.

Теорема Чебышева имеет громаднейшее практическое значение.

Пусть, например, измеряется некоторая физическая величина.

Обычно принимают в качестве искомого значения измеряемой ве-

величины среднее арифметическое результатов нескольких измере-
измерений. Можно ли считать такой подход верным? Теорема Чебышева

(ее частный случай) отвечает на этот вопрос положительно.

На теореме Чебышева основан широко применяемый в статис-

статистике выборочный метод, согласно которому по сравнительно не-

небольшой случайной выборке выносят суждение, касающееся всей

совокупности исследуемых объектов.
Из теоремы Чебышева (частный случай) следует теорема Бер-

нулли, являющаяся простейшей формой закона больших чисел.

Теорема Бернулли. Пусть т — число наступлений собы-
события Л в л независимых испытаниях и р есть вероятность наступле-
наступления события А в каждом из испытаний. Тогда, каково бы ни было
положительное число е,

НтР(| ——/>|<б) = 1. A0)

Доказательство. Обозначим через Хк случайную 'величи-

'величину, равную числу наступлений события А в k-ы иопытании, где

k='\, 2, . .
.,

п. Тогда имеем (§ 8, л. 1)

.. . +Хп;

и все условия частного случая теоремы Чебышева выполнены. Ра-

Равенство (9) превращается в равенство A0).
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Практический смысл теоремы Бернулли следующий: при по-

постоянстве вероятности случайного события А во всех испытаниях

при неограниченном возрастании числа испытаний можно с вероят-

вероятностью, сколь угодно близкой к единице (т. е. как угодно близкой

к достоверности), утверждать, что наблюдаемая относительная

частота случайного события будет как угодно мало отклоняться от

его вероятности.

§ 13. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

1. Центральная предельная теорема. Как уже отмечалось (см.
§ 11, п. 2), нормально распределенные случайные величины имеют

широкое распространение на практике. Объяснение этому дает

центральная предельная теорема, один из вариантов которой при-
принадлежит русскому математику А. М. Ляпунову A857—1918). Суть
центральной предельной теоремы состоит в следующем: если слу-

случайная величина X представляет собой сумму очень большого чис-

числа независимых случайных величин, влияние каждой иэ которых на

всю сумму ничтожно мало, то X имеет распределение, близкое к

нормальному.
Приведем без доказательства (доказательство см. в работе [3])

центральную предельную теорему для случая одинаково распреде-

распределенных случайных величин.

Теорема. Если Хи Х2, . .
., Хп — независимые случайные ве-

величины, (имеющие одно и то же распределение с математическим

ожиданием а и дисперсией а2, то при неограниченном возрастании
п закон распределения суммы X==Xi + Х2+ . . . +Х„ неограниченно
приближается к нормальному с математическим ожиданием па и

дисперсией па2.

2. Локальная и интегральная предельные теоремы Лапласа.

Если число испытаний п велико, то вычисления по формуле Бер-
Бернулли становятся затруднительными. Лаплас* получил важную

приближенную формулу для вероятности Pn(tn) появления собы-
события А точно m раз, если п — достаточно большое число. Им же по-

лучена приближенная формула и для суммы вида 2 Рп(пг).
m— k

Локальная предельная теорема Лапласа. Пусть р
— Р(А) —

вероятность события А, причем 0<р<1. Тогда вероятность того,
что в условиях схемы Бернулли событие А при п испытаниях поя-

появится точно m раз, выражается приближенной формулой Лапласа

где 9=1—р\

*

Пьер Лаплас A749—1827) —- французский математик, механик и астроном.
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Для функции cp(x) составлена таблица (см. приложение 2) ее

значений для положительных значений х [функция ц>(х) четная].
Доказательство. Пусть случайная величина X — число т

появления события А при п независимых испытаниях. Ее можно

представить так: Х=Х^ + Х2 + ... +Хп, где Л"к — число появления со-

события А при &-м испытании (k=il, 2, .
.., и). Поскольку при всех

k М(Хь)=р, D(Xb)=pq (см. § 8, п. 1), то величины Xk (k =
= 1, 2, ..., п) удовлетворяют условиям центральной 'предельной

теоремы для одинаково распределенных случайных величин. По-

Поэтому согласно этой теореме при неограниченном возрастании п

закон распределения их суммы X= Xi + X2-\- . . . +Хп неограниченно
приближается к нормальному с математическим ожиданием пр и

дисперсией npq. Отсюда и следует искомая приближенная фор-
формула A).

Пример 1. Вероятность поражения цели стрелком при оди-

одиночном выстреле /7 = 0,2. Какова вероятность того, что при 100 вы-

выстрелах цель будет поражена ровно 20 раз?

Здесь р = 0,2, 9=0,8, л=100 и т=20. Отсюда
= У 100-0,2-0,8=4, и, следовательно,

т—пр
_

20—100-0,2 «

Уnpq 4

Учитывая, что ф@) =|1/У2я« 0,40, из формулы A) получаем:

ЛооBО) «0,40 -~- =0,10.

Перейдем к интегральной теореме Лапласа. Поставим следую-
следующий вопрос: какова вероятность того, что в условиях схемы Бернул-
ли событие А, имеющее вероятность Р(А) =р@<р<1) при л испы-

испытаниях (как и прежде число испытаний велико), появится не менее

k раз <и не более / раз? Эту искомую вероятность обозначим

На основании теоремы сложения вероятностей для несовмести-

несовместимых событий (§ 1, п. 4) получим

Pn(k, I) = 2 Рп(т). B)
m — k

Установим приближенную формулу Лапласа для подсчета сум-
суммы B) при больших тип. Используя локальную теорему Лапла-

Лапласа, приближенно будем иметь:

1
]

tn-k inpq
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где

Далее, в

и потому

силу равенства

Рп

(-3)

-2

')
'

с
~г

имеем

(m+l)—np

inpq

1

m=>k

т—nq 1

inpq

Здесь сумма справа является интегральной суммой для функции
ф(#) на отрезке Xk<A:<#i, причем, как следует из равенства D),
при л->оо Ддг-Ю. Следовательно, при п-*-оо предел указанной ин-

интегральной суммы есть определенный интеграл

J<f(x)dx.
Поэтому

Pn{k, /)« Sy(x)dx= —L- Je 2 dx, E)

где

F)

Это составляет содержание интегральной предельной теоремы Лап-
Лапласа. Введем функцию

называемую функцией Лапласа или интегралом вероятности. Оче-

Очевидно, Ф(х) есть первообразная для функции <p(*). Поэтому на

основании формулы Ньютона—Лейбница из формулы E) будем
иметь

Р„(Л,/)»Ф(*|)-Ф(*к) (8)

(интегральная формула Лапласа).

Как известно, интеграл 1/У2л|е 2 dx не берется в элементар-
элементарных функциях. Поэтому для функции G) составлена таблица (ом.
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приложение 3) ее значений для положительных значений х, так
как Ф@) =0 и функция Ф(х) нечетная:

2 dt=Lf e~Z24=г { е

У2я о

(t =

dz=—Ф(х)

Пример 2. Вероятность того, что яаделие не прошло провер-
проверку ОТК, р = 0,2. Найти вероятность того, что среди 400 случайно
отобранных изделий окажутся непроверенными от 70 до 100.

Здесь л = 400, k — 70, /=100, р=0,2, q
= 0,8. Поэтому в силу ра-

равенств F) Хк = —1,25, Xi = 2,5 и согласно формуле (8)

Р4оо<7О,1ОО)~ФB,5)—Ф(—1,25) «0,4938+0,3944= 0,8882.

Замечание. Отметим, что локальную и интегральную -пре-
-предельные теоремы Лапласа иногда еще называют локальной и ин-

интегральной предельными теоремами Муавра*—Лапласа.

3. Распределение случайных ошибок измерения. Пусть произво-
производится измерение некоторой величины. Разность х—а между ре-
результатом измерения х и истинным значением а измеряемой вели-

величины называется ошибкой измерения. Вследствие воздействия на

измерение большого количества факторов, которые невозможно

учесть (случайные изменения температуры, колебание прибора,
ошибки, возникающие при округлении, и т. п.), ошибку измерения
можно считать суммой большого числа независимых случайных
величин, которая по центральной предельной теореме должна быть

распределена нормально. Если при этом нет систематически дей-
действующих факторов (например, неисправности приборов, завышаю-

завышающих при каждом измерении показания приборов), приводящих к

систематическим ошибкам, то МО случайных ошибок равно нулю.
Итак, принимается положение: при отсутствии систематически

действующих факторов ошибка измерения есть случайная величина

(обозначим ае через 7"), распределенная нормально, причем ее МО

равно нулю, т. е. нлотность вероятности величины Т равна

где а — среднеквадратическое. отклонение величины Г, характери-
характеризующее разброс результатов измерения вокруг измеряемой вели-

величины.

В силу предыдущего результат измерения есть также случайная
величина (обозначим ее через X), связанная с Т зависимостью А' =
= а+ Т. Отсюда: М{Х)=а, а{Х)=а{Т)=а и X имеет нормальный
закон распределения.

Заметим, что случайная ошибка измерения, как и результаты
измерения, всегда выражается в некоторых целых единицах, свя-

*

Авраам Муавр A667—1754) — английский математик.

58



занных с шагом шкалы измерительного прибора; в теории удоб-
удобнее считать случайную ошибку непрерывной случайной величиной,
что упрощает расчеты.

При измерении возможны две ситуации:

а) известно а (это характеристика прибора в комплекса усло-
условий, при которых производятся наблюдения), требуется по резуль-
результатам измерений оценить а;

б) а не известно, требуется по результатам измерений оценить
а и а.

Эти очень важные задачи будут обсуждаться в § 17.

§ 14. ДВУМЕРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

В различных задачах практики встречаются случайные величи-

величины, возможные значения которых определяются не одним числом,

а несколькими. Так, при вытачивании на станке цилиндрического
бруска его размеры (диаметр основания и высота) являются слу-
случайными величинами. Таким образом, здесь мы имеем дело с сово-

совокупностью двух случайных величин. Можно привести примеры,
в которых рассматривается совокупность трех и более случайных
величин.

Двумерная дискретная случайная величина (X, У) задается таб-

таблицей значений ее составляющих X и Y и вероятностей. Общий
вид такой таблицы:

X V,

Х\ Рн

Х2 Р21

Хп Pnl Рп2 • • • Pnm

Здесь, например, рм есть вероятность того, что двумерная величина

примет значение (хь у2).
Указанной таблицей задан закон распределения дискретной

двумерной случайной величины.

Непрерывная двумерная случайная величина может аналогич-

аналогично непрерывной одномерной величине определяться дифференци-
дифференциальной функцией f(x, у) (плотностью вероятности двумерной слу-
случайной величины).

Аналогично одномерному случаю вводятся понятия математи-

математического ожидания М(Х, Y), дисперсии D (X, Y) и среднего квад-

ратического отклонения а(Х, Y).
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Упражнения

I. Пусть случайная величина К — число очков, выпавших при

подбрасывании игральной кости. Найти закон распределения слу-
случайной величины X.

X

р

1

1
6

2

1
6

3

1

6

4

1
6

5

1

6

6

1
6

2. В денежной лотерее вылущено 100 билетов. Разыгрываются
1 выигрыш в 50 р. и 10 выигрышей по 1 р. Найти закон распределе-
распределения случайного выигрыша X для владельца одногэ лотерейного
билета.

X

р

¦еделен]

X

Р

0

0,89

1

0,1

50

0,01

яя случайной величины .,

1

0,3

2

0,2

3

0,5

Найти математическое ожидание X. [2,2]
4. Найти математическое ожидание выигрыша X в упражне-

упражнении 2. [60 к.]
5. Найти математическое ожидание случайной величины X,

зная закон ее распределения:

0,3 0,1 0,6

[3,9.]
6. Производятся 2 выстрела с вероятностями попадания в цель,

равными /?i = 0,4; рг = 0,3. Найти математическое ожидание общего
числа 'попаданий. [0,7.]

7. Найти математическое ожидание суммы числа очков, которые

могут выпасть при одном бросании двух игральных костей. [7.]
8. Найти математическое ожидание произведения числа очков,

которые могут выпасть при одном бросании двух игральных
костей. [12, 25.)
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9. Независимые случайные величины X и Y заданы следующи-
следующими законами распределения:

У 7

и

0,1 0C 0,6 р 0,8 0,2

Найти математическое ожидание случайиой величины XY. {32, 56.]
10. Найти дисперсию случайной величины X, которая задана

следующим законом распределения:

0,3 0,5 0,2

[2,01.]
11. Известны дисперсии двух независимых случайных величин

X, Y: D(X)=4, D(Y)=3. Найти дисперсию суммы этих вели-

величин. [7.]
12. Дисперсия случайиой величины X равна 5. Найти диспер-

дисперсию следующих величин: а) X—1; б) —2Х\ в) ЗХ+6.
[а) 5; б) 20; в) 45.]

Найти математические ожидания и дисперсии случайных величин

в следующих трех упражнениях:
13.

14.

X

р

X

р

X

р

—2

0,1

1

0,1

—1

0,2

3

0,1

5

0,2

7

0,5

0

0,3

4

0,3

1

0,3

[М(Х)=0

6

0,4

[М(Х)=4

10 15

0,2 в,

Л

,7

1

2

0,1

иО(

7

0,1

и?>( = 3,01.]
15.



16. К случайной величине шрибавили постоянную а. Как при
этом изменятся ее: а) математическое ожидание; б) дисперсия?

(а) прибавится а; б) не изменится.)
17. Случайную величину умножили на а. Как при этом изме-

изменятся: а) математическое ожидание; б) дисперсия?
[а) умножится на а; б) умножится на а2.}

18. Случайная величина X принимает только 2 значения: 1 и

—I, каждое с вероятностью 0,5. Найти диаперсию D(X) и сред-
среднее квадратическое отклонение (т(Х). [D(X) = l; ст(л;) = 1.]

19. Дисперсия случайной величины D(X)=6,25. Найти сред-
среднее квадратическое отклонение а(Х). [2,5.)

20. Пусть закон распределения случайной величины X задан

таблицей:

X

р

4

1

4

10

!

2

20

1

4

Определить математическое ожидание М(Х), дисперсию D(X\ и

среднее квадратическое отклонение а(Х).
[М (X) = 11; D (X) = 33; а (X) * 5,75.)

21. Дискретная случайная величина X задана законам распре-
распределения:

0,2 0,8

Найти начальные моменты первого и второго порядков.
[4

22. Дискретная случайная величина X задана законом распре-
распределения, приведенным в предыдущем примере. Найти центральный
момент второго порядка. [[12 = 0,64.]

23. Случайная величина X задана функцией распределения

0 при х«:—1;
у 1
-о—1--5- ПРИ —1<х<:2;3 3 г '

1 при х>2.

Найти вероятность того, что в результате испытания X примет

значение, заключенное в интервале @; 1).
1 I
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24. Случайная величина X задана функцией раепределения

( О при х<2;

F(x) = l~2, 1 ПРИ—2<ж4;

( 1 при д;>4.

Найти вероятность того, что в результате испытания X примет
значение, заключенное в интервале B; 3). [0,5.]

25. Случайная величина X задана плотностью вероятности

0 при л:<0;

3
-^— Dл;—х2) при 0<x<4;

0 при х>4.

Найти вероятность попадания случайной величины X на отре-
зок [-2; 3]. |

27 1

132.1
26. Плотность вероятности случайной величины X задана

формулой

f(x) =

Найти вероятность того, что величина X попадает на интервал

(-1:1). [ОД]

27. Случайная .величина задана .плотностью вероятности

0 при х< g~;

f (х) = { a cos х при
~ <х< -J-;

0 при л;> -^-.

Найти коэффициент а. [а = 0,5.]

28. Дана дифференциальная функция непрерывной случайной
величины X

( 0 при л:<0;

_ ^ cos я нри 0<л;<:-2-:

| 0 при х>~-.
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Найти интегральную функцию распределения F (х).

¦> 0 при х<0:

Р(х\ — \ s'n х ПРИ О<-^< -т";

I
[ 1 при х> y

¦

29. Дана дифференциальная функция непрерывной случайной
величины X

\ 0 при

_ | sin л; при 0<л;<

( 0 при х> -х-.

Найти интегральную функцию распределения F(x).

I 0 при x<G;

—cos х при 0<х< ~тг\

при л:> -^-

30. Функция

является плотность вероятности случайной величины X. Найти

коэффициент А и функцию распределения F(x).

31- Найти математическое ожидание случайной величины X,
заданной плотностью вероятности

0 при

^ при 0<jc<4;

О ври л:>4.
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32. Случайная величина X задана плотностью вероятности

( 0 при л;<0;

f(x)= J 1 при 0<*<1;

! О При Х>1.

Найти математическое ожидание и дисперсию случайной вели-

величины X.

33. В хлопке 75% длинных волокон. Какова вероятность того,
что среди взятых наудачу трех волокон окажутся 2 длинных во-

волокна? г .27
[

34. При некоторых условиях стрельбы вероятность попадания в

цель равна '/з. Производится 6 выстрелов. Какова вероятность в

точности двух попаданий? Г 80 1
I 243 J

35. Игральная кость бросается 5 раз. Найти вероятность того,
что 2 раза появится число очков, кратное трем. Г__Ё2_ 1

I 243 J

36. Монета подбрасывается 5 раз. Какова вероятность того,
что герб появится не менее двух раз? |

'3

37. Пусть всхожесть семян данного растения составляет 80%.
Найти вероятность того, что из трех посеянных семян взойдут:
а) два; б) не менее двух. [а) 0,384; б) 0,896.]

38. По мишени производится 3 выстрела, шричем вероятность
попадания при каждом выстреле равна 0.8. Рассматривается слу-
случайная величина X — число попаданий в мишень. Найти ее закон

распределения.

0,008 0,096 0,384 0,512

39. Принимая вероятности рождения мальчика и девочки одина-

одинаковыми, найти вероятность того, что среди четырех новорожден-
новорожденных 2 мальчика. [0,375.]

40. Вероятность попадания в цель при стрельбе из орудия р =

-0,6. Найти математическое ожидание общего числа попаданий,
если будет произведено 10 выстрелов. [6 попаданий.]
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41. Найти математическое ожидание числа лотерейных билетов,
на которые выпадут выигрыши, если приобретено 20 билетов, при-
причем вероятность выигрыша по одному билету равна 0,3. [6 билетов.]

42. Найти дисперсию случайной величины X — числа появле-

появлений события Л в 100 независимых испытаниях, в каждом из ко-

которых вероятность наступления события Л равна 0,7. [21.]
43. Найти: а) математическое ожидание и б) дисперсию числа

бракованных изделий в партии из 5000 изделий, если каждое изде-

изделие может оказаться бракованным с вероятностью 0,02.

[а) 100 изделий; б) 98.]
44. Производится 10 независимых испытаний, в каждом из ко-

которых вероятность появления события Л равна 0,6 Найти диспер-
дисперсию случайной величины X — числа появлений события А в этих

испытаниях. [2,4.]
45. Найти дисперсию случайной величины X — числа появле-

появлений события Л в двух независимых испытаниях, если М(Х) =
= 0,8. [0,48.]

46. Рост взрослой женщины является случайной величиной,
распределенной по нормальному закону с параметрами: а=164 см,
0=5,5 см. Найти плотность вероятности этой величины.

I'M" .да.

47. Случайная величина X распределена по нормальному за-

закону. Математическое ожидание и среднее квадратическое отклоне-

отклонение этой величины соответственно равны 0 и 2. Найти вероятность
того, что X примет значение, принадлежащее интервалу (—2; 3).

[0,77453.]
48. Случайная величина X распределена по нормальному за-

закону. Математическое ожидание и среднее квадратическое отклоне-

отклонение этой величины соответственно равны 6 и 2. Найти вероятность
того, что X примет значение, принадлежащее интервалу D; 8).

[0,6826.]
49. Пусть масса пойманной рыбы подчиняется нормальному за-

закону с параметрами: а = 375 г; 0=25 г. Найти вероятность того, что

масса пойманной рыбы будет от 300 до 425 г. [0,9759.]
50. Диаметр детали, изготовленной цехом, является случайной

величиной, распределенной по нормальному закону. Дисперсия
ее равна 0.0001, а математическое ожидание

— 2,5 см. Найти гра-
границы, в которых с вероятностью 0,9973 заключен диаметр науда-

наудачу взятой детали. [2,47; 2,53]
51. Случайная величина X распределена по нормальному за-

закону. Среднее квадратическое отклонение этой величины равно 0,4
Найти вероятность того, что отклонение случайной величины X

от ее математического ожидания по абсолютной величине будет
меньше 0,3. [0,5468.]

52. Случайная величина X распределена по нормальному зако-

закону. Среднее квадратическое отклонение этой величины равно 2.
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Найти вероятность того, что отклонение случайной величины А' от

ее математического ожидания по абсолютной величине будет
меньше 0,1. [0,03988.]

53. Случайная величина X подчиняется нормальному закону рас-

распределения с математическим ожиданием 30 и дисперсией 100. Най-
Найти вероятность того, что значение случайной величины заключено

в интервале A0; 50) [0,954.]

54. Найти дисперсию случайной величины X. заданной табли-

таблицей распределения:

р 0,1 0,6 0.3

[1,05]

55. При выработке некоторой массовой 'продукции вероятность
появления одного нестандартного изделия составляет 0,01. Какова

вероятность того, что в партии из 100 изделий этой продукции
2 изделия будут нестандартными? [0,184.]

56. На завод прибыла партия деталей в количестве 1000 ил

Вероятность того, что одна деталь окажется бракованной, равна
0,001. Какова вероятность того, что среди прибывших деталей
будет 5 бракованных? [0,003.]

57. Игральную кость бросают 80 раз Определить вероятность
того, что цифра 3 появится 20 раз. [0,054.]

58. При установившемся технологическом режиме завод выпус-

выпускает в среднем 70% продукции первого сорта. Определить вероят-
вероятность того, что из 1000 изделий число первосортных заключено

между 652 и 760 [0,99943.]

ГЛАВА III

ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ

§ 15. ГЕНЕРАЛЬНАЯ СОВОКУПНОСТЬ И ВЫБОРКА

Мы приступаем к изучению элементов математической статисти-

статистики, в которой разрабатываются научно обоснованные методы сбора
статистических данных и их обработки.

1. Генеральная совокупность и выборка. Пусть требуется изу-
изучить множество однородных объектов (это множество называется

статистической совокупностью) относительно некоторого качест-

качественного или количественного признака, характеризующего эти

объекты. Например, если имеется партия деталей, то качественным

5-* 67



признаком может служить стандартность детали, а количествен-

количественным — контролируемый размер детали.

Лучше всего произвести сплошное обследование, т. е. изучить
каждый объект. Однако в большинстве случаев по разным причи-
причинам это сделать невозможно Препятствовать сплошному обследо-
обследованию может большое число объектов, недоступность их. Если, на-

например, нужно знать среднюю глубину воронки при взрыве снаря-
снаряда из опытной партии, то, производя сплошное обследование, мы

уничтожим всю партию.
Если сплошное обследование невозможно, то из всей совокуп-

совокупности выбирают для изучения часть объектов.

Статистическая совокупность, из которой отбирают часть объек

тов, называется генеральной совокупностью Множество объектов,
случайно отобранных из генеральной совокупности, называется

выборкой
Число объектов генеральной совокупности и выборки называ-

называется соответственно объемом генеральной совокупности и объемом

выборки
Пример Плоды одного дерева B00 цп,) обследуют на на-

наличие специфического для данного сорта вкуса Для этого отби-

отбирают 10 шт. Здесь 200 — объем генеральной совокупности, а 10 —

объем выборки

Если выборку отбирают по одному объекту, который обследу-
обследуют и снова возвращают в генеральную совокупность, то выборка
называется повторной Если объекты выборки уже не возвращаются
в генеральную совокупность, то выборка называется беоповторной
На практике чаще используется бесповторная выборка Если объем

выборки составляет небольшую долю объема генеральной сово-

совокупности, то разница между повторной и бесповторной выборками
незначительна.

Свойства объектов выборки должны правильно отражать свой-
свойства объектов генеральной совокупности, или, как говорят, вы-

выборка должна быть репрезентативной (представительной). Счита-
Считается, что выборка репрезентативна, если все объекты генеральной

совокупности имеют одинаковую вероятность лопасть в выборку,
т. е. выбор производится случайно. Например, для того чтобы оце-

оценить будущий урожай, можно сделать выборку из генеральной
совокупности еще не созревших плодов и исследовать их характе-

характеристики (массу, качество и пр.). Если вся выборка будет сделана с

одного дерева, то она не будет репрезентативной Репрезентативная
выборка должна состоять из случайно выбранных плодов со слу-

случайно выбранных деревьев.

2. Статистическое распределение выборки. Полигон. Гистограм-
Гистограмма. Пусть из генеральной совокупности извлечена выборка, причем
Xi наблюдалось rti раз, х2 — п2 раз, хк — «к раз и П] + п2 + .. . + rik =

— п — объем выборки. Наблюдаемые значения хи х2>. .., хк назы-

называются вариантами, а последовательность вариант, записанная в

возрастающем порядке,
— вариационным рядом. Числа наблюде-
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ний tii, n2, ..., Лк называют частотами, а их отношения к объему

выборки ^ =/3i*, ^ =р2*, • •
•> ^ =рк" — относительными частота-

частотами. Отметим, что сумма относительных частот равна единице:

= ^-=1.
п

Статистическим распределением выборки называют перечень

вариант и соответствующих им частот или относительных частот.

Статистическое распределение можно задать также в виде после-

последовательности интервалов и соответствующих им частот (непрерыв-
(непрерывное распределение). В качестве частоты, соответствующей интерва-

интервалу, принимают сумму частот вариант, попавших в этот интервал.
Заметим, что в теории вероятностей под распределением пони-

понимают соответствие между возможными значениями случайной ве-

величины и их вероятностями, а в математической статистике — со-

соответствие между наблюдаемыми вариантами и их частотами или

относительными частотами.

Пример 1. Перейти от частот к относительным частотам в

следующем распределении выборки объема л=20:

Варианта xt 2 6 12

Частота гц 3 10 7

Найдем относительные частоты:

050- Р* = 0,35.ЯГ -0'50' Р>= W

Поэтому получаем следующее распределение:

Варианта х, 2 6 12

Относительная

частота р* 0,15 0,50 0,35

Для графического изображения статистического распределения
используются полигоны и гистограммы.

Для построения полигона на оси Ох откладывают значения ва-

вариант х\, на оси Оу — значения частот щ (относительных час-

частот /?!*).
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Пример 2. На рис. 3 изображен полигон следующего распре-
распределения:

Варианта Х\ 1

Относительная

частота р
"

0,4 0,2 0,3 0,1

Полигоном обычно пользуются в случае небольшого количества

вариант. В случае большого количества вариант и в случае непре-

непрерывного распределения признака чаще строят гистограммы. Для

этого интервал, в котором заключены все наблюдаемые значения

признака, разбивают на несколько частичных интервалов длиной

h и находят для каждого частичного интервала nt — сумму частот

вариант, попавших в i-й интервал. Затем на этих интервалах как

на основаниях строят прямоугольники с высотами ^' (или —,,

где п— объем выборки). Площадь i-ro частичного прямоугольника

равна -j~ =«i (или ~ —
~ =pi*). Следовательно, площадь

гистограммы равна сумме всех частот («ли относительных частот),

т. е. объему выборки (или единице).
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Рис. 4.

Пример 3. На рис. 4 изображена гистограмма непрерывного
распределения объема л=100, приведенного в следующей таблице:

Частичный интервал h

5—10

10—15

15—20

20—25

25—30

30—35

35—40

Сумма частот вариант
частичного интервала И|

4

6

16

36

24

10

4

п,

h

0,8

1,2

3,2

7,2

4,8

2,0

0,8

§ 16. ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ ГЕНЕРАЛЬНОЙ СОВОКУПНОСТИ

ПО ЕЕ ВЫБОРКЕ

1. Выборка как набор случайных величин. Пусть имеется не-

некоторая генеральная совокупность, каждый объект которой наде-
наделен количественным признаком X. При случайном извлечении

объекта из генеральной совокупности становится известным зна-

значение х признака X этого объекта. Таким образом, мы можем рас-
рассматривать извлечение объекта из генеральной совокупности как

Испытание, X — как случайную величину, ах — как одно из воз-

возможных значений X.
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Допустим, что из теоретических соображений удалось устано-
установить, к какому типу распределений относится признак X. Естест-

Естественно, возникает задача оценки (приближенного нахождения)
параметров, которыми определяется это распределение. Например,
если известно, что изучаемый признак распределен в генеральной
совокупности нормально, то необходимо оценить, т. е. приближен-
приближенно найти, математическое ожидание и среднее квадратическое от-

отклонение, так как эти два параметра полностью определяют нор-

нормальное распределение.
Обычно в распоряжении исследователя имеются лишь данные

выборки генеральной совокупности, например значения количе-

количественного признака хи х2, ..., х„, полученные в результате п на-

наблюдений (здесь и далее наблюдения предполагаются независи-

независимыми). Через эти данные и выражают оцениваемый параметр.
Опытные значения признака X можно рассматривать и как зна-

значения разных случайных величин Хи Х2, ..., Хп с тем же распре-
распределением, что и X, и, следовательно, с теми же числовыми характе-

характеристиками, которые имеет X. Значит. М(Х[)=М(Х) и D(Xt) =
— D(X). Величины Х\, Х2, ..., Х„ можно считать независимыми в

силу независимости наблюдений. Значения xi, X2, ..., хп в этом слу-
случае называются реализациями случайных величин Х\, Х2, ..., Хп.
Отсюда и из предыдущего следует, что найти оценку неизвестного

параметра
— это значит найти функцию от наблюдаемых случай-

случайных величин Xi, Х2, ..., Хп, которая и дает приближенное значение

оцениваемого параметра.

2. Генеральная и выборочная средние. Методы их расчета.

Пусть изучается дискретная генеральная совокупность объема N

относительно количественного признака X.

Определение 1. Генеральной средней хг (или а) назы-

называется среднее арифметическое значений признака генеральной

совокупности.
Если все значения хи х2, ..., xN признака генеральной совокуп-

совокупности объема /V различны, то

Хг= -др {

Если же значения признака Х\, х2, ..., Хк имеют соответственно

частоты jV|, N2, ..., Nk, причем ^1+^2+ • • • +Nk = N, то

или

x^-bSx.W,. A)

Как уже отмечалось (п. 1), извлечение объекта из генеральной
совокупности есть наблюдение случайной величины X
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Пусть все значения хи х2, ..., xN различны. Так как каждый
объект может быть извлечен с одной и той же вероятностью \/N, то

M(X)=Xi—r +X2jj-+ . . . +Хи -jj- =ХТ,N

т.е.

М(Х)=хт. B)

Такой же итог следует, если значения хи х2, .

..,
xv. имеют соот-

соответственно частоты N1, N2, . .
., iVk.

В случае непрерывного распределения признака X по опреде-

определению полагают хт =М (X).
Пусть для изучения генеральной совокупности относительно

количественного 'признака X произведена выборка объема п.

Определение 2. Выборочной средней хв называется сред-

среднее арифметическое значений признака выборочной совокупности.
Если все значения Х\, х2, . .

., ха признака выборки объема п

различны, то

Хв= -^ (АГ1-+ЛГ2+ . .. +Хп). C)

Если же значения признака хи х2, . .
., як имеют соответственно

частоты пи п2, . .
., Пк, причем П\ + п2+ . . ¦ +п^= п, то

хв= Л

или

~в= — S ххщ. D)

Пример 1. Выборочным путем были получены следующие
данные о массе 20 морских свинок при рождении (в г): 30, 30, 25,
32, 30, 25, 33, 32, 29, 28, 27, 36, 31, 34, 30, 23, 28, 3*1, 36, 30. Найти

выборочную среднюю хв.

Согласно формуле D) имеем

~_ 30-5+25-2+32-2+33+29+28-2+27+36-2+31 -2+34+23 „ftХв—
20

-JU.

Итак, л:в = ЗО .

Ниже, не уменьшая общности рассуждений, будем считать зна-

значения х\, х2, ..., хп признака различными.

Разумеется, выборочная средняя для различных выборок того

Же объема п из той же генеральной совокупности будет получаться,
вообще говоря, различной. И это не удивительно — ведь извлече-
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ние t'-го по счету объекта есть наблюдение случайной величины Х\,
а их среднее арифметическое

есть тоже случайная величина.

Таким образом, всевозможные могущие получиться выборочные
средние есть возможные значения случайной величины X, которая
называется выборочной средней случайной величиной.

Найдем М(Х), пользуясь тем, что М(Х[)=М(Х) (см. п. 1).
С учетом свойств МО (см. гл. II) получаем

М(Х)=М[~ (

1 [М(Х)+М(Х)+ ...]

Итак, М (X) (МО выборочной средней) совпадает с а (генераль-
(генеральной средней).

Теперь найдем D(X). Так как D(Xi)=D{X) (п. 1) и Хи
Х2, . .

., Хп независимы, то согласно свойствам дисперсии (см. гл. II)
получаем

D{X)=D[-L{Xl + X2+ ...+Xn)]= ~ [D(Xl)+D(X2)+ ...+

+ D(Xn)]=±-[D(X)+D(X)+...+D(X)]= ±.2nD(X)=^f-,
т.е. D(X)=^P-. E)

Наконец, отметим, что если варианты Х\ — большие числа, то

для облегчения вычисления выборочной средней применяют сле-

следующий прием. Пусть С — константа.

Так как

п п

S xi= 2 {xi—C) +nC,
i-i i-i

то формула C) преобразуется к виду

хв = С+^Д (*,—С). F)

Константу С (так называемый ложный нуль) берут такой, чтобы,

во-первых, разности х\—С были небольшими и, во-вторых, число С

было по возможности круглым.
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Пример 2. Имеется выборка:

*i-71,88; х2 = 71,93; *з = 72,05; х4 = 72,07;

х8 = 71,90; хе = 72,02; *7 = 71,93; х8 = 71,77;

аг9 = 72,71; лгю = 71,96.

Берем С=72,00 и вычисляем разности ai=Xi—С:

ai = —0,12; a2 = —0,07; a3 = 0,05; a4 = 0,07;

as 0,10; а6 = 0,02; а7 = —0,07; а8 = —0,23;

аэ = 0,М; аю = —0,04.

Их сумма: ai + a2+ ...+ою = —0,38; их среднее арифметическое:
—- (ai + a2+ . • • +осю) =—0,038«—0,04. Выборочная средняя

"дгв ~ 72,00—0,04 = 71,96.

3. Генеральная и выборочная дисперсии. Для того чтобы оха-

охарактеризовать рассеяние значений количественного признака X

генеральной совокупности вокруг своего среднего значения, вводят

следующую характеристику
— генеральную дисперсию.

Определение 1. Генеральной дисперсией DT называется

среднее арифметическое квадратов отклонений значений признака

X генеральной совокупности от генеральной средней хг.

Если все значения Х\, х2, ¦.., *n признака генеральной совокуп-
совокупности объема /V различны, то

Dr=~ S (Xi—Xr)*.
jV

i-i

Если же значения признака Х\, х2, ..., х^ имеют соответственно

частоты Ni, N2, ..., N*, причем Л^1 + Л^2+ • • • +Nk= N, то

Dr = -^r S (Xi-XrJ^. G)
"

i-i

Пример 1. Генеральная совокупность задана таблицей рас-

распределения:

X,

N,

2

8

4

9

5

10

6

3

Найти генеральную дисперсию. Согласно формулам A) и G)
имеем:

~

_

2'8+4-9+5-10+6-3
_

120
_

Хг~~
8+9+10+3

~

30  >

54 . „

30
=1'°
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Генеральным средним квадратическим отклонением (стандар-
(стандартом) называется 0г=УА-.

Пусть все значения Х\, х2, ..., Хы различены.

Найдем дисперсию признака X, рассматриваемого как случай-
случайная величина:

D{X)=M[{X-M(X))*].

Так какМ{Х)=хг и Р{Х= х1}=-^- (см. п. 2), то

D (X) = (*,—*,.J~ + (х3—х~тJ -±- + .. . + (хп—Хг) *
~ -Dp,

т. е.

D(X)=Dr.

Таким образом, дисперсия D(X) равна Dr.

Такой же 'итог следует, если значения Х\, Xi, ..., Хь имеют соот-

соответственно частоты Ni, N2, .
¦., JVjc.

В случае непрерывного распределения признака X по определе-
определению полагают

Dr=D{X). (8)

С учетом формулы (8) формула E) (п. 2) перепишется в виде

откуда Vti(X)=JDT/fn или a(X) = oT/fn. Величина о(Т) называ-

называется средней квадратической ошибкой.
Для того чтобы охарактеризовать рассеяние наблюдаемых зна-

значений количественного признака выборки вокруг своего среднего

значения хв, вводят нижеследующую характеристику.

Определение 2. Выборочной дисперсией DB называется

среднее арифметическое квадратов отклонений наблюдаемых зна-

значений признака X от выборочной средней хв.

Если все значения xv х2 хп признака выборки объема п

различны, то

Z)b==^-1?1(Xi~*bJ- • (9)

Если же значения признака хи х2, ..., х* имеют соответственно

частоты п\, п2, ..., лк, причем n.i + n2+ ¦ ¦. +пь=п, то
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Пример 2. Выборочная совокупность задана таблицей рас-

распределения:

л, 20 15 10 5

Найти выборочную дисперсию. Согласно формулам D) и A0)
имеем:

_

I 20+2 15+3 10+4 5
_

100 „.

Ха~
20+15+10+5

""

50 '

П _
П-2J 20+B—2J 15+C—2J 10+D—2J 5 50, _.

Ub
_

5о
_х.

Выборочным средним квадратическим отклонением (стандар-
(стандартом) называется квадратный корень из выборочной дисперсии:

В условиях примера 2 получаем, что 0В=УА)=У1 = 1.

Ниже, не уменьшая общности рассуждений, будем считать зна-

значения Xi, Хч, ..., х„ признака различными.

Выборочную дисперсию, рассматриваемую нами как случайная

величина, будем обозначать S2:

Теорема. МО выборочной дисперсии равно ((п—\)/n)DT, т. е.

Доказательство. С учетом свойств МО (см. гл. II) полу-
получаем

Вычислим одно слагаемое М [ (Xi—XJ]. Имеем

=М(Х,2—2Х1Х+Х*) =

)—2М{Х1Х) +М(Х>).

Вычислим по отдельности эти МО.

Согласно свойству 1 дисперсии (см. гл. II) и формулам B). (8)
имеем

М (Xi2) =M (X2) =D{X) +МЦХ) =D,



Далее, с учетом свойства 4 МО (см гл. II)

M{XlX)=M[Xl± (Xi + X2+ .

= 4" [M(XlXl)+M(X.X2)+ ...

то слагаемое этой суммы, у которого второй индекс равен г, т. е.

M(XiXi), равно М(Хг2) =Dr+a2. У всех остальных слагаемых

Af(Z|Zj) индексы разные Поэтому в силу независимости Х{ и Х$
(см. гл. II)

= M{X,)M(Xi) =M(X)M{X) =МЦХ) =а2

Так как имеется п—1 таких слагаемых, то

M{XiX)=±-[Dr+a2+(n— 1)а2]=а2+ ~—.

В силу свойства 1 дисперсии (см гл. II) получаем

M(X~2)=D(X)+M2(X).

Нами уже найдены (см. пп 2 и 3):

Поэтому

М{12) = ?- +а2.

Таким образом,

—— )-\ L—\-а2=
п~

Dr

и не зависит от индекса суммирования х. Поэтому

М (S2) = -J— n -=^- Dr = -2=i- Dr.

Теорема доказана

В заключение настоящего пункта отметим, что если варианты
Х\ — большие числа, то для облегчения вычисления выборочной
дисперсии DB формулу (9) преобразуют к следующему виду:

(И)

где С — ложный нуль.
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Действительно, с учетом формулы C) имеем

2 (Xi—CJ—п (хв—СJ = 2 х,2—2С 2 х, + пС2—пхв2 +
ii ii

+ 2пСхв—пС2 = 11 xl2—2nCxB—nxB2 + 2nCxB = 'Z xl2—nxB2 =

1-1
"

1-1 1=1

откуда

DB=~ ^(х,—хвJ = -1-2 (x,—СJ— (хв—СJ.П
1-1

"
1^1

Пример 3. Для выборки, указанной в примере 2 из п. 2, имеем

(ложный нуль остается прежним С = 72,00):
10 10

2 (х,—СJ= 2 а12 = 0,0144 + 0,0049+0,0025+0,0049 +
1 = 1 i 1

+ 0,0100 + 0,0004 + 0,0049+0,0529 + 0,0121 + 0,0016 = 0,1086;

(л:в—СJ = (—0,038J «0,0014.

Наконец, согласно формуле A1)

DB^~ ¦ 0,1086—0,0014 = 0,0094.

4. Оценки параметров распределения. Уже говорилось (с\: п. 1)
о том, что одной из задач статистики является оценка параметров
распределения случайной величины X по данным выборки. При
этом в теоретических рассуждениях считают, что генеральная сово-

совокупность бесконечна Это делается для того, чтобы можно было

переходить к пределу при п->-оо1 где п — объем выборки. Для оцен-
оценки параметров распределения X из данных выборки составляют

выражения, которые должны служить оценками неизвестных пара-

параметров. Например. X (см. п. 2) является оценкой генеральной сред-

средней, a S2 (см. п. 3) — оценкой генеральной дисперсии DT Обозна-

Обозначим через в оцениваемый параметр, через вп — оценку этого пара-

параметра [0п является выражением, составленным из Хи Х2, .
.,
Хг

(см. п. 1)]. Для того чтобы оценка 6П давала хорошее приближе-
приближение, она должна удовлетворять определенным требованиям. Ука-
Укажем эти требования.
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Несмещенной называют оценку вп, МО которой равно оцени-

оцениваемому параметру в, т. е. М(вп)=в, в противном случае оценка
называется смещенной.

Пример 1. Оценка X является несмещенной оценкой гене-

генеральной средней а, так как М(Х) =а (см. п. 2).

Пример 2. Оценка S2 является смещенной оценкой генераль-
генеральной дисперсии Dr, так как согласно установленной выше теореме
(см. п. 3)

M{S2) = ^~-

Пример 3. Наряду с выборочной дисперсией S2 рассматри-

рассматривают еще так называемую исправленную дисперсию S2 =
_. S2,

которая является та,кже оценкой генеральной дисперсии. Для S2
с учетом установленной выше теоремы (см. п. 3) имеем

M(S2)=M
/ п—1

Таким образом, оценка S2 в отличие от оценки S2 является несме-

несмещенной оценкой генеральной дисперсии. Явное выражение для S2
имеет вид

т. е.

S2=—V 2 (Xi—X)\ A2)
1 = 1

Естественно в качестве приближенного неизвестного параметра
брать несмещенные оценки, для того чтобы не делать систематиче-

систематической ошибки в сторону завышения или занижения.

Состоятельной называют такую оценку вп параметра в, что для

любого наперед заданного числа е>0 вероятность Р{|вп—в|<е}
при я—>-оо стремится к единице*. Это значит, что при достаточно

больших п можно с вероятностью, близкой к единице, т. е. почти на-

наверное, утверждать, что оценка вп отличается от оцениваемого

параметра в меньше чем на е.

Очевидно, такому требованию должна удовлетворять всякая

оценка, пригодная для практического использования.

* В таком случае говорят, что 8„ сходится к 8 по вероятности.



Заметим, что несмещенная оценка вп будет состоятельной, если

при л->-оо ее дисперсия стремится к нулю: ?>(вп)—>-0. Это следует
из неравенства Чебышева E) (см. § 12, п. 1).

Пример 4. Как установлено выше (см. л. 3), D(X) = —-.

Отсюда следует, что несмещенная оценка X является и состоятель-

состоятельной, так как

HmZ)(X)=lim
°r =Z)rlim— =0.

Можно показать, что несмещенная оценка 52 является также со-

состоятельной. Поэтому в качестве оценки генеральной дисперсии
принимают исправленную дисперсию. Заметим, что оценки S2 и

S2 отличаются множителем ^Г' КОТОРЬ1Й стремится к 1 при я->-оо.

На практике S2 и S2 не различают при я>30.

Для оценки генерального среднего квадратического отклонения

используют исправленное среднее квадратическое отклонение, кото-

которое равно квадратному корню из исправленной дисперсии:

A3)

Левые части формул A2), A3), в которых случайные величины

Х\, Х2, . .
., Хп заменены >их реализацией Х\, х2, .. ., хп и X — выбо-

выборочной средней хв, будем обозначать соответственно через s2 и s.

Отметим, что если варианты Х\ — большие числа, то для облег-
облегчения вычисления s2 формулу для s2 аналогично формуле (9) пре-
преобразуют к виду

A4)

где С — ложный нуль.

Оценки, обладающие свойствами несмещенности и состоятель-

состоятельности, при ограниченном числе опытов могут отличаться диспер-
дисперсиями.

Ясно, что чем меньше дисперсия оценки, тем меньше вероят-
вероятность грубой ошибки при определении приближенного значения

параметра. Поэтому необходимо, чтобы дисперсия оценки была
минимальной. Оценка, обладающая таким свойством, называется

эффективной.
Из отмеченных требований, предъявляемых к оценке, наиболее

важными являются требования несмещенности и состоятельности.

Пример 5. С плодового дерева случайным образом отобрано
10 плодов. Их массы хи х2, ...

., Хю (в граммах) записаны в первой
колонке приведенной ниже таблицы. Обработаем статистические

данные выборки. Для вычисления хв и s по формулам F) и A4)
6 Заказ № 1128 81



введем ложный нуль С = 250 и все необходимые при этом вычисле-

вычисления сведем в указанную таблицу:

х, х,—С

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Сумма

Следовательно,

~у~ -ОКПЛ.
'

УХв ^OU ,
1n

Zj

225

274

305

253

220

245

211

234

230

231

(х{ 250)-250+-

—25

24

55

3

—30

—5

—39

— 16

—20

—19

—72

4r- (-72) =

625

576

3025

9

900

25

1521

256

400

261

7598

-250 7,2-243 г;

s=
10

2 (x,—250J—B50—7,2—250):

10
¦[759.8—(—7,2J] «28 r.

Отсюда—=— ~9 г.

110

Итак, оценка генеральной средней массы плода равна 243 г со

средней квадратической ошибкой 9 г.

Оценка генерального среднего квадратического отклонения мас-

массы плода равна 28 г.

Пример 6. Через каждый час измерялось напряжение тока
в электросети. Результаты измерений в вольтах представлены в

следующей таблице".

{

X,

1

Х\

1

222

13

220

2

219

14

22о

3

224

15

221

220

16

216

5

218

17

211

6

217

18

219

7

221

19

220

8

220

20

221

9

215

21

222

10

218

22

218

11

223

23

221

12

225

24

219
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Найти оценки для математического ожидания и дисперсии ре-
результатов измерений. Оценки для математического ожидания и дис-

дисперсии найдем по формулам F) и A4), положив С = 220. Все не-

необходимые вычисления приведены в нижеследующей таблице:

i !
I

1

2

3

4

5

6

7

8

X\—С

2
— 1

4
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Следовательно,

35 116 13

220) =220+ ~— =220,25 B;

S =

24

23
-J.— 2 (xi—220J— B20,25—220J1 «7,06 B.
2i i=i J

§ П. ДОВЕРИТЕЛЬНЫЕ ИНТЕРВАЛЫ ДЛЯ ПАРАМЕТРОВ
НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

1. Надежность. Доверительные интервалы. Пусть в — оцени-

оцениваемый параметр, Э„ — его оценка, составленная из Хи Х2, . .

.,
Хп.

Если известно, что оценка вп является несмещенной и состоя-

состоятельной, то по данным выборки вычисляют значение 0П и считают

его приближением истинного значения 6. При этом среднее квад-

ратическое отклонение (если его вообще вычисляют) оценивает

порядок ошибки. Такие оценки называются точечными. Например,
в предыдущем параграфе речь шла о точечных оценках генераль-
генеральной средней и генеральной дисперсии. В общем случае, когда о рас-

распределении признака X ничего неизвестно, это уже немало.

Если же о распределении имеется какая-либо информация,
го можно сделать больше.

В данном .параграфе речь будет идти об оценке параметров а

и а случайной величины, имеющей нормальное распределение.
Это очень важный случай. Например (см. § 11), результат измере-
измерения имеет нормальное распределение. В этом случае становится

возможным применять так называемое интервальное оценивание,
к изложению которого мы и 'переходим.
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Пусть 6>0 — некоторое число. Если выполняется неравенство

|в—вп|<б- т. е. —б<в—9„<6, что можно записать в виде

вп—б<в<вп+ 6, то говорят, что интервал (вп—б, 6п + 6) покры-

покрывает параметр в. Однако невозможно указать оценку 9П такую,

чтобы событие {|в—0П| <6} было достоверным, поэтому мы будем
говорить о вероятности этого события. Число б называется точ-

точностью оценки 9П.

Определение. Надежностью (доверительной вероятностью)

оценки вп параметра в для заданного 6>0 называется вероят-

вероятность у того, что интервал (вп—б; вп + б) покроет параметр в,
т. е.

Заметим, что после того, как по данным выборки вычислена

оценка вп, событие {|вп—в|<б} становится или достоверным, или

невозможным, так как интервал (вп—б; вп + б) или покрывает в,
или нет. Но дело в том, что параметр 9 нам неизвестен. Поэтому

мы называем надежностью у уже вычисленной оценки 9П вероят-

вероятность того, что интервал (9П—б; вп + б), найденный для произ-
произвольной выборки, покроет 9. Если мы сделаем много выборок

объема п « для каждой из них построим интервал F„—б; 9п+ <5),
то доля тех выборок, чьи интервалы покроют 9, равна у.

Иными словами, у есть мера нашего доверия вычисленной оцен-

оценке 6П.
Ясно, что, чем меньше число 6, тем меньше надежность у.

Определение. Доверительным интервалом называется най-

найденный по данным выборки интервал (9П—б; вп + б), который по-

покрывает параметр 9 с заданной надежностью у.
Надежность у обычно принимают равной 0,95, или 0,99, или

0,999.
Конечло, нельзя категорически утверждать, что найденный до-

доверительный интервал покрывает параметр 6. Но в этом можно

быть уверенным на 95% при у
= 0,95. на 99% при у

= 0,99 и т. д.

Это значит, что если сделать много выборок, то для 915% из них

(если, например, у
= 0,95) вычисленные доверительные интервалы

действительно покроют G

2. Доверительный интервал для МО при известном а. В некото-

некоторых случаях среднее квадратическое отклонение а ошибки измере-
измерения (а вместе с нею и самого измерения) бывает известно. Напри-
Например, если измерения производятся одним и тем же прибором при
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Итак, пусть случайная величина X распределена нормально с

параметрами а и о, причем о известно. Построим доверительный
интервал, покрывающий неизвестный параметр а с заданной на-

надежностью у. Данные выборки есть реализации случайных вели-

величин Xi, Х2, .
.., Хп, имеющих нормальное распределение с парамет-

параметрами а и а (§ 16, п. 1). Оказывается, что и выборочная средняя

случайная величина Х=—-(Xi + X2+ . . . +Хп) тоже имеет нормаль-

нормальное распределение (это мы примем без доказательства). При этом

(см. § 16, пп. 2, 3)

М(Х)=а; о(Х)
in

Потребуем, чтобы выполнялось соотношение Р(\Х—а|<6)=у,
где у

— заданная надежность. Пользуясь формулой (8) (§ 11, п. 2),
получим:

Р{\Х—а|<6)=2Ф [^
или

Р{\Х—а|<б)=2Ф@,

где

t =-*&-. A)

to

Найдя из равенства A) 6= ,— , можем написать:

p(\X-a\<-^-)=2<l>(t).
Так как Р задана и равна у, то окончательно имеем (для получения

рабочей формулы выборочную среднюю заменяем на хв)

Смысл полученного соотношения таков: с надежностью у можно

утверждать, что доверительный интервал I хв——=-; хв-+ -?=-\
\ In in i

покрывает неизвестный параметр а; точность оценки 6=^—=-"

in

Здесь число t определяется из равенства Ф(^) = -у [оно следует из

i =у] по таблице приложения 3.
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Как уже упоминалось, надежность у обычно принимают равной
или 0,95, или 0,99, или 0,999.

Пример. Признак X распределен в генеральной совокупности
нормально с известным 0 = 0,40. Найти поданным выборки довери-
доверительный интервал для а с надежностью y

= 0,99, если п~20, .гв=6,34.

Для Ф@= 2
г=

~Т
= 0-495 находим по таблице приложения 3

^ = 2,58. Следовательно, 6 = 2,58 --у-=. ~0,23. Концы доверительного

интервала 6,34—0,23 = 6,11 и 6,34 + 0,23 = 6,57. Итак, доверительный
интервал F,11; 6,57) покрывает а с надежностью 0,99.

3. Доверительный интервал для МО при неизвестном а. Пусть
случайная величина X имеет нормальное распределение с неизвест-

неизвестными нам параметрами аист. Оказывается, что случайная величи-

величина (ее возможные значения будем обозначать через /)

т=-х-~а
S_

'

in

где п — объем выборки; X ¦— выборочная средняя; S — исправ-
исправленное среднее квадратическое отклонение, имеет распределение,
не зависящее от я и ст. Оно называется распределением Стьюдента*.

Плотность вероятности распределения Стьюдента дается фор-
формулой

s(t,n)=Bn[\+-?r) 2,

где коэффициент Вп зависит от объема выборки.
Потребуем, чтобы выполнялось соотношение

где у
— заданная надежность.

Так как S(i, n) — четная функция от t, то, пользуясь форму-
формулой (9) (см. § 9), получим:

Р (JhL°\yL <П =2 JTS(f, n)dt = y.

Отсюда

in

Следовательно, приходим к утверждению: с надежностью у можно

утверждать, что доверительный интервал ( хв ^= ; хв-} —L )
in in J

покрывает неизвестный параметр а, точность оценки б=—=.

in
* Стьюдент — псевдоним английского статистика Госсета.
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Здесь_случайные величины X и 5 заменены неслучайными величи-

величинами хв и s, найденными по выборке.
В приложении 4 приведена таблица значений t,=t(y, n) для

различных значений п и обычно задаваемых значений надежности.

Заметим, что при п>30 распределение Стьюдента 'практически
не отличается от нормированного нормального распределения

(см. § 11, п. 2). Это связано с тем, что lim ( 1 + ~

Пример. Признак X распределен в генеральной совокуп-
совокупности нормально. Найти доверительный интервал для хг с надеж-

надежностью у=0,99, если я = 20; лгв = 6,34; s = 0,40. Для надежности

у
= 0,В9 и я = 20 находим по таблице приложения 4 t, =2,861. Сле-

0,40
довательно, 6 = 2,861- ~™ «0,26. Концы доверительного интервала

6,34—0,26 = 6,08 и 6,34 + 0,26 = 6,60. Итак, доверительный интервал

F,08; 6,60) покрывает хг с надежностью 0,99.

4. Доверительный интервал для среднего квадратического от-

отклонения. Для нахождения доверительного интервала для среднего

квадратического отклонения а будем использовать следующее пред-

предложение, устанавливаемое аналогично двум предыдущим
(пп. 2 и 3).

С надежностью у можно утверждать, что доверительный интер-
интервал (s—sq; s + sq) покрывает неизвестный параметр ст; точность

оценки 6 = s^.
В приложении 5 приведена таблица значений q = q(y, n) для

различных значений п и обычно задаваемых значений надежности у.

Пример 1. Признак X распределен в генеральной совокуп-
совокупности нормально. Найти доверительный интервал для сгг с надеж-

надежностью у=0,95, если n = 20; s = 0,40.
Для надежности у

= 0.95 и я = 20 находим в таблице приложе-
приложения 5 9

= 0,37. Далее, s^ = 0,40 • 0,37 ~ 0,15. Концы доверительного
интервала 0,40—0,15 = 0,25 и 0,40+0,15 = 0,55. Итак, доверительный
интервал @,25; 0,55) покрывает 0Г с надежностью 0,95.

Пример 2. На ферме испытывалось влияние витаминов на

прибавку в массе телят. Для этой цели было осмотрено 20 телят

одного возраста Средняя масса их оказалась равной 340 кг, а «ис-

«исправленное» среднее квадратическое отклонение — 20 кг.

Определить: 1) доверительный интервал для математического

ожидания а с надежностью 0.95; 2) доверительный интервал для

среднего квадратического отклонения с той же надежностью.

При решении задачи исходить из предположения, что данные

пробы взяты из нормальной генеральной совокупности.
Решение. 1) Согласно условиям задачи лгв = 340; s = 20; y=

= 0,95; л = 20.

Пользуясь распределением Стьюдента, для надежности у = 0,95 и

п = 20 находим в таблице приложения 4 tt =2,093. Следовательно,
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20
6 = 2,093 -gjr

— 9,4. Концы доверительного интервала 340—9,4 =

=330,6 и 340+9,4 = 349,4. Итак, доверительный интервал C30,6;
349,4) покрывает а с надежностью 0,95.

Можно считать, что в данном случае истинная масса измерена
9 4

достаточно точно (отклонение порядка ¦

'

«*0,03).

2) Для надежности у=О,9б и л=20 находим в таблице прило-
приложения 5 v = 0,37. Далее 5^ = 20-0,37 = 7,4. Концы доверительного
интервала 20—7,4=12,6 и 20 + 7,4 = 27,4. Таким образом, 12,6<0<
<27,4, откуда можно заключить, что а определено неудовлетвори-

неудовлетворительно (отклонение порядка
—— =q^>0,4 — почти половина!). Что-

Чтобы сузить доверительный интервал при той же надежности, необхо-

необходимо увеличить число проб п.

Примечание. Выше предполагалось, что q<l. Если q>l,
то, учитывая, что 0>О, получаем 0<a<s + sq. Значения q и в этом

случае определяются по таблице приложения 5.

Пример 3. Признак X генеральной совокупности распределен
нормально. По выборке объема я=10 найдено «исправленное»
среднее квадратическое отклонение s = 0,16. Найти доверительный
интервал для стг с надежностью 0,999.

Для надежности у=0,999 и п=10 по таблице приложения 5

находим q= 1,80.

Следовательно, искомый доверительный интервал таков:

О<0<О,16+ О,16-1,8О,

или

0<сг<0,448.

5. Оценка истинного значения измеряемой величины. Пусть
производится п независимых равноточных измерений* некоторой
физической величины, истинное значение а которой неизвестно.

Будем рассматривать результаты отдельных измерений как случай-
случайные величины Xi, Х2, .

.., Хп. Эти величины независимы (измерения
независимы), имеют одно и то же математическое ожидание а (ис-
(истинное значение измеряемой величины), одинаковые дисперсии а2

(измерения равноточны) и распределены нормально (такое допу-
допущение подтверждается опытом). Таким образом, все предположе-

предположения, которые были сделаны при выводе доверительных интервалов
в пп. 2 и 3 настоящего параграфа, выполняются, следовательно, мы

вправе использовать полученные в них предложения. Так как обыч-

обычно 0 неизвестно, следует пользоваться предложением, найденным в

п. 3 данного параграфа.

* То есть измерений, проводимых в одинаковых условиях. Эти условия счи-

считают выполненными, если измерения проводятся одним прибором.
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Пример. По данным девяти независимых равноточных изме-

измерений физической величины найдены среднее арифметическое ре-

результатов отдельных измерений лгв = 42,319 и «исправленное» сред-
среднее квадратическое отклонение s = 5,0. Требуется оценить истинное

значение а измеряемой величины с надежностью у=0,99.
Истинное значение измеряемой величины равно ее математиче-

математическому ожиданию. Поэтому задача сводится к оценке математичес-

ского ожидания (при неизвестном сг) при помощи доверительного

интервала

in

покрывающего а с заданной надежностью у=0,99.
Пользуясь таблицей приложения 4 по у

= 0,99 и л = 9, находим

t, =3,36.
Найдем точность оценки:

6= —?- = 3,36--^- =3,36- -L = 5,60.
Ул |9

' 3 '

Концы доверительного интервала

42,319—5,60 = 36,719

и

42,319 + 5,60 = 47,919.

Итак, с надежностью у=0,99 истинное значение измеренной
величины а заключено в доверительном интервале 36,719<а<
<47,919.

6. Оценка точности измерений. В теории ошибок принято точ-

точность измерений (точность прибора) характеризовать с помощью

среднего квадратического отклонения о случайных ошибок измере-
измерений. Для оценки а используют «исправленное» среднее квадратичес-
квадратическое отклонение s. Поскольку обычно результаты измерений незави-

независимы, имеют одно и то же математическое ожидание (истинное
значение измеряемой величины) и одинаковую дисперсию (в слу-
случае равноточных измерений), то утверждение, приведенное в п. 4,
применимо для оценки точности измерений.

Пример. По 16 независимым равноточным измерениям най-

найдено «исправленное» среднее квадратическое отклонение s = 0,4.
Найти точность измерений с надежностью у

= 0,99.
Как отмечено выше, точность измерений характеризуется сред-

средним квадратическим отклонением о случайных ошибок измерений.
Поэтому задача сводится к отысканию доверительного интервала

(s—sq; s + sq), покрывающего о с заданной надежностью у=0,99
(см. п. 4). По таблице приложения 5 по у

= 0,99 и п=16 найдем
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g = 0,70. Следовательно, искомый доверительный интервал таков:

0,4A—0,70) <G<0,4 A + 0,70),

или

0,12<сг<0,68.

§ 18. ПРОВЕРКА СТАТИСТИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ

Пусть по выборке объема п получено эмпирическое распреде-
распределение:

Варианты х, х2 .. хт

Эмпирические (наблюдаемые) частоты л. п2
'''

пт

По данным наблюдения выдвигают гипотезу о законе распре-
распределения генеральной совокупности, например, предполагают, что ге-

генеральная совокупность распределена равномерно или нормально.
Такие гипотезы называются статистическими. Затем для тех же

объектов, которые попали в выборку, вычисляют частоты, уже ис-

исходя из теоретической гипотезы. В результате получаются частоты

(их называют выравнивающими частотами), которые, вообще гово-

говоря, отличаются от наблюдавшихся. Как определить, правильно или

нет выдвинута гипотеза, т. е. случайны ли расхождения наблюдав-
наблюдавшихся и выравнивающих частот или эти расхождения являются

следствием неправильности гипотезы? Для решения этого вопроса

применяют критерии согласия эмпирических наблюдений к выдви-

выдвинутой гипотезе. Имеется несколько критериев согласия: %2 («хи-
квадрат») Пирсона, Колмогорова, Смирнова и др. Мы познакомим-

познакомимся с критерием согласия %2 («хи-квадрат») Пирсона.
Предположим, что на основе приведенного выше распределения

выдвинута гипотеза Н: генеральная совокупность имеет нормальное

распределение. Для вычисления выравнивающих частот поступают

следующим образом:

1) находят значения хв, oB = iDB,
2) выравнивающие частоты п\ ищут по формуле

«/ = -—— ф(«>Ь

где п — сумма наблюдавшихся частот; h — разность между двумя

— а"'

соседними вариантами; щ=
Xi~Xb

и ср(«) = -^—е
2

В результате получено множество выравнивающих частот:

П\, Пг ,..., пт'.
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Обозначим через %2 сумму квадратов разностей между эмпири-
эмпирическими 'И выравнивающими частотами, деленных на соответствую-
соответствующие выравнивающие частоты:

Ш
In п'12

9 V I'M 'М ) / 1 \

X = 2
„,

-"
• A)

Для данной выборки по формуле A) находим значение случай-
случайной величины %2. Обозначим его через %о. Затем определяется чис-

число k = m—3, называемое числом степеней свободы, где т — число

различных вариант выборки.
Теперь проверка гипотезы Н проводится так. Задаются уровнем

значимости р, т. е. столь малой вероятностью р, при которой о со-

событии {%о2>х2}> имеющем вероятность р, можно с большой уве-

уверенностью сказать, что в единичном испытании оно не произойдет.
В таблице значений %2 по заданному уровню значимости р и числу
степеней свободы k (приложение 6) находят значение %2 (р; k).
Если окажется, что %о2>%* (р; к), то гипотеза Н отвергается на

уровне значимости р, так как произошло событие, которое не долж-

должно было произойти при верной гипотезе Я; если же %о2<%2 {р\ k),
то Н принимается на уровне значимости р. Обычно в качестве р

берут либо 0,05, либо 0,01, либо 0,001.
Пример. При уровне значимости 0,05 проверить гипотезу о

нормальном распределении генеральной совокупности, если из-

известны:

эмпирические частоты... 6 13 38 74 106 85 30 14

теоретические частоты... 3 14 42 82 99 76 37 13

Вычислим уУ, для чего составим расчетную таблицу:

1
2
3

4
5

6
7
8

6
13

38

74
106
85

30
11

п'

3
14

42
Ы
99
76

37

13

п я/

3
— 1

4

—8
7

9
7

1

9
1

16

64

49
81

49
1

(я,—я,') =

я,'

3
0,07
0,38
0,78
0,49
1,07
1,32
0,08

Найдем число степеней свободы, учитывая, что число различных

вариант т = 8. Имеем: k — 8—3 = 5. По уровню значимости р = 0,05
и числу степеней свободы ?=5 по таблице значений х2 (приложе-
(приложение 6) находим: х2@>05; 5) = 11,1. Так как х<>2<х2@.О5; 5), нет

оснований отвергнуть гипотезу Н.

* Из этой формулы аидно, что, чем меньше различие между эмпирическими
и г,ырагт:впющигп ч-стота1»!!1, тем чрньше булрт у2
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§ 19. ЛИНЕЙНАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ

1. Корреляционная зависимость. Часто приходится иметь дело с

более сложной зависимостью, чем функциональная. Такова, напри-
например, связь между осадками и урожаем или связь между толщиной
снегового покрова зимой и объемом стока последующего половодья.
Здесь каждому значению одной величины соответствует множество

возможных значений другой величины. Подобного рода зависимос-

зависимости относятся к корреляционным зависимостям.

Определение 1. Две случайные величины X и У находятся
в корреляционной зависимости, если каждому значению любой из

этих величин соответствует определенное распределение вероят-
вероятностей другой величины.

Определение 2. Условным математическим ожиданием

(кратко УМО) дискретной случайной величины X при Y=y (у —

определенное возможное значение У) называется сумма лроизведе-
ний возможных значений величины X на их условные вероятности:

у(){ )
i-i

где Py(X = Xi) — условная вероятность равенства Х=хг при усло-
условии, что Y=y.

Для непрерывных величин

My(X)=+fjaty(x)dx,
где фу(х) — плотность вероятности случайной непрерывной вели-

величины X при условии Y=у.
УМО МУ(Х) есть функция от у: МУ(Х) =f(y), которую назы-

называют функцией регрессии величины X на величину У.

Аналогично определяются УМО случайной величины У и функ-
функция регрессии У на X:

Mx(Y)=g(x).

Уравнение x=f(у) {y = g{x)) называется уравнением регрессии
X на У (У на X), а линия .на плоскости, соответствующая этому

уравнению, называется линией регрессии.
Линия регрессии У на X (X на У) показывает, как в среднем за-

зависит У от X (X от У).
Пример 1. X и Y независимы, М(Х)=а M(Y)=b. Тогда

g(x)=Mx(Y)=M(Y)=b; f(y)=MY{X)=M{X)=a. Линии регрессии
изображены на рис. 5.

Пример 2. X п Y связаны линейной зависимостью: Y—AX+

+ В, АфО. Тогда функция регрессии У на X будет иметь вид

g(x) =MX(Y) =M(Ax+B)=Ax+ B.
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Так как Х= -~г(У—В), то функция регрессии X на У имеет вид

f(y) =МУ(Х) =М \±{у-В)\ - 4" (У-6)-

Значит, линия регрессии X на У: х= (у—В)/А, т. е. у=Ах+В.
Таким образом, в случае линейной зависимости X и У линии ре-

регрессии X на У и У на X совпадают, и эта линия — прямая.

у.

ь

0

^Регрессия
Хна У

(а; Ь)

Регрессия
У на X

п х

Рис. 5.

2. Коэффициент корреляции. Для характеристики корреляцион-
корреляционной зависимости между случайными величинами вводится понятие

коэффициента корреляции.
Определение 1. Если X и У — независимые случайные ве-

величины, то (см. гл. II)

M{XY)=M(X)M(Y). A)

Если же X и У не являются независимыми случайными величи-

величинами, то, вообще говоря, М(XY)ФМ(X)М(У).

Условились за меру связи (зависимости) двух случайных вели-

величин X и У принять безразмерную величину г, определяемую соот-

соотношением
. M(XY)-M(X)M(Y) m

a(X)a(Y)
' ^

или более кратко соотношением

/ _—
————

^

где

(Л=М(ЛУ)—M(X)M(Y); а{ = а{

и называемую коэффициентом корреляции.

Легко видеть, что

i= М[{Х—М{Х))
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Определение 2. Случайные величины X и У называются не-

некоррелированными, если г=0, и коррелированными, если гФ-0.
Пример 1. Независимые случайные величины X и У являют-

являются некоррелированными, так как в силу соотношения A) г=0.
Пример 2. Пусть случайные величины X и У связаны линей-

линейной зависимостью Y—AX+B, АфО. Найдем коэффициент корреля-
корреляции. Имеем:

ц=М (XY) —М {X)M(Y) =М (АХ2 + ВХ) —М (Х)М {АХ+В) =

=АМ(Х2)+ВМ(Х)—АМЦХ)—ВМ(Х) =

= А{М(Х2)—М2(Х))=Лсг2 (X) (см. гл. II);

e2(Y)=D(Y)=D(AX+B)=D(AX)=A2n(X)=A*o*(X),

откуда

a(Y) = \A\a(X).

Поэтому

, ¦_ \А\аЦХ) .

|Г| \А\оЦХ)

Таким образом, коэффициент корреляции случайных величин, свя-

связанных линейной зависимостью, равен ±1 (точнее, г=\, если А>'<
и г = —1, если Л<0).

Отметим некоторые свойства коэффициента корреляции.
Из примера 1 следует:

1) Если X и Y — независимые случайные величины, то коэффи-
коэффициент корреляции равен нулю.

Заметим, что обратное утверждение, вообще говоря, неверно.
(Доказательство см. в работе [2]).

2) Укажем без доказательства, что |г|<1. При этом если |г| =
= 1, то между случайными величинами X и Y имеет место функцио-
функциональная, а именно линейная зависимость. (Доказательство см. в

работе [2]).
3) Как видно из формулы B), коэффициент корреляции характе-

характеризует относительную величину отклонения математического ожи-

ожидания произведения M(XY) от произведения математических ожи-

ожиданий М(Х) M(Y) величин X и Y. Так как это отклонение имеет

место только для зависимых величин, то можно сказать, что коэф-
коэффициент корреляции характеризует тесноту зависимости между
Хн У.

3. Линейная корреляция. Этот вид корреляционной заьнснмости

встречается довольно часто.

Определение. Корреляционная зависимость между случай-
случайными величинами X и У называется линейной корреляцией, если

обе функции регрессии f(y) и g(x) являются линейными. В этом

случае обе линии регрессии являются прямыми; они называются

прямыми регрессии.
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Выведем уравнения прямой регрессии У и X, т. е. найдем коэф-

коэффициенты линейной функции g(x) =Ax+B.
Обозначим ЛГ(Х)=а, М(У)=6 М\(Х—аJ] =сг!2, М [(У—b)] 2 =

= а22- С использованием свойств МО (см. гл. II) находим:

М (У) =М [?(Х)] =М (ЛХ+В) =АМ{Х)

г. е. 6 = Ла+ В, откуда В = Ь—Аа.
Далее, с помощью тех же свойств МО имеем

M(XY)=M[Xg(X)]=M{AX2 + BX) =

= AM (X2) + ВМ (X) = AM (X2) + F—Ла) а,

откуда

или согласно свойству 1 дисперсии (см. гл. II)

Полученный коэффициент называется коэффициентом регрессии У

на X и обозначается через р(У/Х):

р(у/Х)=—У—. D)

Таким образом, уравнение прямой регрессии У на X имеет вид

y = p(Y/X)(x-a)+b. E)

Аналогично можно получить уравнение прямой регрессии X на У

x=p{X/Y){y-b)+a, F)

где

p{X/Y) = -~— G)

есть коэффициент регрессии X на У.

Уравнения прямых регрессии можно записать в более симмет-

симметричном виде, если воспользоваться коэффициентом корреляции.
С учетом этого коэффициента имеем:

= г-?-, (8)

и поэтому уравнения прямых регрессии принимают вид:

гг2
*•' -'¦
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Из уравнений прямых регрессии видно, что обе эти прямые

проходят через точку (а; Ь); угловые коэффициенты прямых ре-
греосяи равны соответственно (обозначения углов см. на рис. 6):

6

Регрессия
ХнаУ

'

Регрессия
У наХ

Рис. 6

Так как |г|<1, то |tg а| <: |tg Р|. Это означает, что прямая
регрессии У на X имеет меньший наклон к оси абсцисс, чем прямая
регрессии X «а У. Чем ближе \г\ к единице, тем меньше угол меж-

между прямыми регрессии. Эти прямые сливаются тогда и только тог-

тогда, когда |г| = 1.

При г=0 прямые регрессии имеют уравнения у=Ь; х=а.

В этом случае Mx(Y)=b=M(Y); МУ(Х) =а=М(Х).
Из формул (8) видно, что коэффициенты регрессии имеют тот

же знак, что и коэффициент корреляции г, и связаны соотношением

4. Расчет прямых регрессии. Пусть проведено п опытов, в ре-
результате которых получевы следующие значения системы величин

(X; У); (xi, t/t), i=\, 2, . .
.,

п. За приближенные значения М(Х),
М(У), D(X) и D(Y) принимают их выборочные значения:

1-1 1-1
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Оценкой для |х служит величина

Заменяя в соотношениях C), D), G) величины \i, au о2 их выбо-

выборочными значениями цв, Si, s2, получим приближенные значения

коэффициента корреляции и коэффициентов .регрессии:

("~j" и ~^2 > 7^7 —выборочные коэффициенты соответственно корре-

корреляции* и регрессии).
Подставляя в уравнения E) и F) вместо a, b, p (Y/X) и p(X/Y)

их приближенные значения, получим выборочные уравнения пря-
прямых регрессий:

у—у*=- (х—хв);

х-хв= у~у*);

Пример. Найти выборочное уравнение прямой регрессии У
на X по данным п= 10 наблюдений. Результаты наблюдений и нуж-
нужные вычисления собраны в таблице. (С=70 и С = 9,0 — ложные

нули).

X,

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

Сумма

8,6
8,9
8,9
9,0
9,1
9,2
9,2
9,2
9,3
9,4

Вычисляем:

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

55

Г.=75,5

—0,4

—0,1
—0,1

0,0

0,1

0,2
0,2
0,2
0,3
0,4

0,8

Xi—X в

-4,5
-3,5 ^

—2,5

—1,5
—0,5

0,5
1,5
2,5

3,5
4,5

08 s,

(*,-*,.J

20,25
12,25
6,25
2,25

0,25
0,25

2,25
6,25

12,25

20,25

82,5

2 = 9,17

071.

*-?

—0,48
—0,18
—0,18

0,08
0,02
0,12
0,12
0,12
0,22
0,32

2,16
0,63
0,45

—0,12
—0,01

0,06
0,18
0,30
0,77
1,44

5,86

Цв=0,65

*
Выборочный коэффициент корреляции iiB/(s,s2) обозначим через гв.
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Уравнение искомой прямой имеет вид

у—9,08=0,071 (х—75,5),

или

у
= 0,07 \х+3,72.

Упражнения

1. Построить полигон следующего распределения:

Xi 1

я, 10

3

15

5

30

7

33

9

12

2. Построить полигон распределения по размеру проданной
мужской обуви по данным следующей таблицы:

Размер обуви (варианта)

Число проданных пар
(частота)

36

1

37

1

38

5

39

8

40

17

41

21

42

18

43

8

3. Построить гистограмму следующего распределения:

Частичный интервал
длинои h

интервала п,

2—5

5—8

8—11

1— 14

9

10

25

6

4. Построить гистограмму распределения коров по проценту
жирности молока по данным следующей таблицы:

/Глрность молока, %

3,45—3,55

3,55—3,65

3,65—3,75

3,75—3,85

3,85—3,95

3,95—4,05

4,05—4,15

4,15—4,25

4 25—4.35

Число

коров

1

1

3

4

7

5

2

1

1



5. Генеральная совокупность задана таблицей распределения:

Xi 1000 1200 1400

Nt 1000 6000 3000

Найти генеральную среднюю хг и генеральную дисперсию Dr.

[xr=1240;Dr=14 400.]
6. Найти выборочную среднюю по данным следующей таблицы:

Длина хоботка у
шести пчел (в мм)

6,54

6,71
6,70

6,69
6,70
6,62

[6,66 мм.]

7. Выборочная совокупность задана таблицей распределения:

Хг

Щ

4

10

7

15

10

20

15

5

Найти выборочные среднюю хв и дисперсию DB.

[*в = 8,4; DB = 9,84.]

8. Выборочная совокупность задана таблицей распределения:

X,

п,

1

3

2

4

5

6

8

4

9

3

Найти выборочную и исправленную дисперсии.
[DB = 8,4; s2 = 8,84.]

9. Выборочным путем были получены следующие данные об

урожайности ржи в совхозе:

Урожайность,
ц/га

Число
гектаров

18

20

21

10

20

20

Определить выборочную среднюю хв и исправленное среднее
квадратическое отклонение s.

[xB = 2(U;s«l,l ц.]

10. По выборке объема л=51 найдена выборочная дисперсия
DB = 5. Найти исправленную дисперсию. [s2 = 5,1.]
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И. В итоге четырех измерений некоторой физической величины

одним прибором (без систематических ошибок) получены следую-
следующие результаты: 8; 9; 41; 12. Найти: а) выборочную среднюю ре-

результатов измерений; б) выборочную и исправленную дисперсии
ошибок прибора.

fa) xb=10;6)Db = 2,5;52 = 1%.]

12. Найти выборочную среднюю по данному распределению

выборки объема «=100:

xt 340 360 375 380

я, 20 50 18 12

[361,1-]

13. Найти выборочную дисперсию по данному распределению
выборки объема п=10:

х, 0,1 0,4 0,6

и, 3 2 5

[0,0469.]

В следующих трех упражнениях даны среднее квадратическое
отклонение, выборочная средняя и объем выборки нормально
распределенного признака генеральной совокупности. Найти до-

доверительные интервалы для оценки генеральной средней хг с за-

заданной надежностью.

14. о=3; лГв = 4,1; л=36; Y=0,95.
[3,'12<*г<5.08.]

15. о=2; хв = 5,4; л=10; у=0,95.
[4,16<xr<6,64.]

16. а=3; *в = 20,12; л=25; у=0,99.
[18,57<дгг<21,67.]

В следующих трех упражнениях даны «исправленное» среднее

квадратическое отклонение, выборочная средняя и объем выборки
нормально распределенного признака генеральной совокупности.
Найти, пользуясь распределением Стьюдента, доверительные интер-

интервалы для оценки генеральной средней хг с заданной надежностью.

17. s = 0,8; xB = 20,2; я=16; у=0,95.
[19,774 <лГг<20,626.]

18. s=l,5; хв = 16,8; п= 12; у=0,95.

[15,85<*r<17,75.]

19. s = 2,4; xB=14,2; n = 9; v = 0,99.

[11,512<л:г<1&,888.]
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20. Признак X генеральной совокупности распределен нор-
нормально. По выборке объема п = 25 найдено «исправленное» сред-
среднее квадратическое отклонение s = 0,8. Найти доверительный ин-

интервал, покрывающий генеральное среднее квадратическое откло-

отклонение о с надежностью 0,95.
[0,544<а< 1,056.]

21. По данным девяти независимых равноточных измерений
физической величины найдены среднее арифметическое результа-

результатов отдельных измерений лгв=42.319 и «исправленное» среднее

квадратическое отклонение s = 5. Требуется оценить истинное зна-

значение а измеряемой величины с надежностью 0,95.
[38,469<a<46,169.]

22. По 15 равноточным измерениям найдено «исправленное»
среднее квадратическое отклонение s = 0,12. Найти точность изме-

измерений о с надежностью 0,99.
[0,03<о<0,21.]

23. По данным 16 независимых равноточных измерений физи-
физической величины найдены среднее арифметическое результатов
отдельных измерений лгв = 23,161 и «исправленное» среднее квад-

квадратическое отклонение s = 0,4. Требуется оценить истинное зна-

значение а измеряемой величины и точность измерений о с надеж-

надежностью 0,95.
Г22,948<а<23,374;1
[ 0,224<а<0,576.1

В следующих трех упражнениях при уровне значимости 0,05
проверить гипотезу о нормальном распределении генеральной со-

совокупности, если известны эмпирические и теоретические частоты.

24.

Эмпирические частоты

Теоретические частоты

[Хо2 = 2,5; х2@,05; 4)

25.

Эмпирические
частоты 5

Теоретические
частоты 4

Ь2 = 3; Х2@,05; 7) =

26.

Эмпирические частоты

Теоретические частоты

6

4

12

11

= 9,5. Нет оснований

6 14

7 12

= 14,07. Нет

32

29

43

48

16

15

40

43

13

15

8

6

отвергнуть гипотезу

39

35

оснований

5

2

13

20

12

12

30

34

20

18

отвергнуть

44

35

8

15

6

7

5

6

5

6

гипотезу].

12

10

6

6

[%о2= 13; х2@,05; 4) =9,5. Гипотеза отвергается.]
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27. Найти выборочное уравнение прямой регрессии Y на X
по данным л = 5 наблюдений:

X,

Ух

1,00

1,25

1,50

1,40

3,00

1,50

4,50

1,75

5,00

2,25

[у = 0,202*+1,024.]
28. Вычислить выборочный коэффициент корреляции по дан-

данным следующей таблицы:

- \
92
91
90
86
85
85
85
83
80
78
80
83

1 ,

84
85
84
81
76
77
75
70
78
78
76
75

[г,« 0,792.]



ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Теория вероятностей возникла в середине XVII столетия в связи

с подсчетом различных вероятностей, связанных с азартными иг-

играми в карты и кости. Первую такую задачу пытался решить еще
в 1494 году итальянский математик Лука Пачоли A450—1520), но

по-настоящему первые решения теоретико-вероятностных задач

принадлежат французским математикам Блезу Паскалю A623—
1662), Пьеру Ферма A601 —1665) и голландскому математику
Христиану Гюйгенсу A629—1695). Именно к этому времени отно-

относится возникновение классического определения 'вероятности.
Эти работы изложены Гюйгенсом в сочинении «О расчетах в

азартных играх», вышедшем в 1657 г. В книге Якоба Бернулли
A713 г) «Искусство предположений» были установлены все основ-

основные свойства вероятностей, рассмотрена схема независимых испы-

испытаний и выведена соответствующая формула. Кроме того, здесь
доказана теорема о связи между (вероятностью и частотой наступ-
наступления события, которую сейчас называют теоремой Бернулли или

законом больших чисел в форме Бернулли. Это была первая из

теорем этого типа, играющих сейчас большую роль в теории ве-

вероятностей.
Следующий период истории теории вероятностей — XVIII в. и

начало XIX в. — связан главным образом с именем французских
математиков А. Муавра, П. Лапласа, С. Пуассона и А. Лежаидра
A752—1833) и немецкого математика К. Гаусса. В это время в

теории вероятностей, кроме понятия случайного события, рассмат-
рассматривается и понятие случайной величины. Теория вероятностей на-

начала применяться уже в ряде научных областей — теории ошибок

измерений, теории стрельбы и т. п.

В третьем периоде развития теории вероятностей, который от-

относится ко второй половине XIX столетия, важнейшую роль играли
работы русских ученых П. Л. Чебышева, А. М. Ляпунова и А. А. Мар-
Маркова A856—-1922). В это время был доказан целый ряд предель-
предельных теорем и различных форм закона больших чисел. Марков
рассмотрел одно из первых обобщений схемы Бернулли на случай
зависимых испытаний, получивших название цепей Маркова.

Современный период истории теории вероятностей характери-
характеризуется возникновением и развитием многих новых областей и на-

направлений, например теории информации и теории игр. В этот же

период получает развитие ч математическая гтятистика (возник-
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новение ее относится к XVII веку). Круг применения теории вероят-
вероятностей в различных областях науки и техники расширился настоль-

настолько (теоретическая физика, радиоэлектроника, теория автоматичес-
автоматического регулировамия, экономика, биология, медицина и т. д.), что

сейчас ее по праву можно считать одной «з наиболее прикладных
частей математики.

Большое значение для современной теории вероятностей имеют

работы представителей советской школы, в частности А. Н. Кол-

Колмогорова. С. Н. Бернштейна A880—1968), А. Я. Хинчина A894—
1959), Ю. В. Линника A915—1972) и Б. В. Гнеденко.



ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ УПРАЖНЕНИЯ

К главе 1

1. Найти вероятность выпадения цифры при одном бросании
монеты. [0,5.]

2. Брошена игральная кость. Найти вероятность того, что вы-

выпадет нечетное число очков. [0,5.]

3. В шар вписан куб. Точка бросается наугад в шар. Какова

вероятность того, что она попадет в куб? Г 2уз
|_ Зя

'

4. В книге 500 страниц. Чему равна вероятность того, что

наугад открытая страница имеет порядковый номер, кратный 7?
[0,142.]

5. В урне 3 синих, 8 красных и 9 белых шаров. Какоза вероят-
вероятность появления: а) синего; б) красного; в) белого шара при одном
вынимании шара i<j урны? [а) 0,15; б) 0,4; в) 0,45.]

6. Студент из 30 экзаменационных билетов усвоил 24. Какова

вероятность его успешного ответа на экзамене на билет при одно-

однократном извлечении билета? [0,8.]

7. В сосуд вместимостью 10 л попала одна болезнетворная
бактерия. Какова вероятность зачерпнуть ее при наборе из этого

сосуда стакана воды B00 см3)? [0,02.]

8. Отдел технического контроля обнаружил 3 бракованные
книги в партии из случайно отобранных 100 книг. Найти относи-

относительную частоту появления бракованных книг. [0,03.]

9. По цели произведено 20 выстрелов, причем зарегистрирова-
зарегистрировано 18 попаданий. Найти относительную частоту попаданий в цель.

[0,9.]
10. Среди тысячи новорожденных оказалось 517 мальчиков.

Найти относительную частоту рождения мальчиков. [0,517.]
П. В День физкультурника Сизов пошел на стадион. Можно

было купить билет на футбол с вероятностью 0,3 или купить билет
на волейбол с вероятностью 0,2. Какова вероятность того, что Си-
Сизов попал на соревнования? [0,5.]

105



12. Стрелок стреляет по мишени, разделенной на 3 области.

Вероятность попасть в первую область равна 0,45; во вторую —

0,35. Найти вероятность того, что стрелок при одном выстреле по-

попадет либо в первую, либо во вторую область. [0,8.]
13. Какова вероятность выпадения 4 или 6 очков 'при одно-

однократном бросании игральной кости? f"T" j
14. В урне 2 синих, 6 красных и 12 белых шаров. Какова ве-

вероятность вынуть цветной шар, если вынимается один шар? [0,4.]
15. Вероятность того, что стрелок при одном выстреле выбьет

10 очков, равна 0,1; вероятность выбить 9 очков равна 0,3; вероят-
вероятность выбить 8 «ли меньше очков равна 0,6. Найти вероятность
того, что при одном выстреле стрелок выбьет не менее 9 очков.

[0,4.]
16. В урне 4 белых и 3 синих шара. Каждое испытание состоит

в том, что наудачу извлекают один шар, не возвращая его обрат-
обратно. Найти вероятность появления синего шара при втором испыта-

испытании, если при первом испытании был извлечен белый шар. [0,5.]
17. В читальном зале имеется 6 учебников по теории вероят-

вероятностей, из которых 3 в переплете. Библиотекарь наудачу взял

2 учебника. Найти вероятность того, что оба учебника окажутся в

переплете. [0,2.]
18. В цехе работают 7 мужчин и 3 женщины. По табельным

номерам наудачу отобрали двух человек. Найти вероятность того,

что все отобранные лица окажутся мужчинами. Г уд-. J
19. Студент знает 20 из 25 вопросов программы. Найти вероят-

вероятность того, что студент знает предложенные ему экзаменатором
r 19

два вопроса. [
20. В мешочке содержится 10 одинаковых кубиков с номера-

номерами от 1 до 10. Наудачу извлекают по одному 2 кубика. Найти ве-

вероятность того, что последовательно появятся кубики с номерами

1, 2, если кубики извлекаются без возвращения. ] отг-]
21. Для некоторой местности среднее число пасмурных дней

в июле равно шести. Найти вероятность того, что первого и второго

июля будет ясная погода.

22. Среди 50 электрических лампочек три нестандартные.
Найти вероятность того, что две взятые подряд лампочки окажутся

j 3 1

нестандартными. I  225"I
23. Работница обслуживает два станка, работающие незави-

независимо друг от друга. Вероятность того, что в течение часа станок

не потребует внимания работницы, для первого станка равна 0,9,
для второго

— 0,8. Найти вероятность того, что в течение часа ни

один из двух станков не потребует внимания работницы. [0,72.]

106



24. Брошены две игральные кости. Какова вероятность того,

что на обеих костях выпадут шестерки? fW'J
25. Экзаменационный билет содержит три вопроса. Вероят-

Вероятности того, что студент ответит на первый и второй вопросы билета,
равны по 0,9, на третий — 0,8. Найти вероятность того, что сту-

студент сдаст экзамен, если для этого необходимо ответить на все во-

вопросы. [0.648.]
26. Пусть вероятность того, что покупателю необходима обувь

41-го размера, равна 0,2. Найти вероятность того, что пять первых

покупателей потребуют обувь 41-го размера.
[0,00032.]

27. В семье трое детей. Принимая события, состоящие в рож-

рождении мальчика и девочки, равновероятными, найти вероятность

того, что в семье: а) все мальчики; б) дети одного пола.

[а) 0,125; б) 0,25.]
28. В мешке смешаны нити, среди которых 30% белых,

а остальные красные. Определить верой 1ность того, что вынутые

наудачу две нити будут: а) белые; б) красные; в) одного цвета.

[а) 0,09; б) 0,49; в) 0,58.]
29. Пусть вероятность того, что лицо умрет на 71-м году

жизни, равна 0,04. Какова вероятность того, что из трех лиц семи-

семидесяти лет через год все будут живы? [0,884736 ]
30. Вероятность установления в данной местности устойчи-

устойчивого снежного покрова с октября равна 0,1. Определить вероят-
вероятность того, что в ближайшие три года в этой местности устойчивый
снежный покров с октября не установится ни разу. [0,729.]

31. Студент разыскивает нужную ему формулу в трех справоч-
справочниках. Вероятности того, что формула содержится в первом, вто-

втором, третьем справочнике, соответственно равны 0,6; 0,7; 0,8. Найти

вероятность того, что формула содержится во всех трех справоч-
справочниках. [0,336.]

32. Брошены две игральные кости. Какова вероятность того,

что хотя бы на одном из кубиков выпадет 6 очков? | gg
33. Производятся два выстрела по одной и той же мишени.

Вероятность 'попадания при первом выстреле равна 0,6, для второ-
второго — 0,8. Найти вероятность того, что в мишени будет хотя бы од-
одна пробоина. [0,92.]

34. В специализированную больницу поступают в среднем 50%
больных с заболеванием К, 30% — с заболеванием L, 20% — с

заболеванием М. Вероятность полного излечения болезни К равна
0,7; для болезней L и М эти вероятности соответственно равны 0,8
и 0,9. Найти вероятность того, что больной, поступивший в больни-

больницу, будет выписан здоровым. [0,77.]
35. Для посева заготовлена смесь семян пшеницы 4 сортов. Зе-

Зерен первого сорта 96%, второго — 1%, третьего — 2% и четвер-
четвертого сорта

— 1%. Вероятности того, что из зерна каждого сорта
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вырастает колос, содержащий не менее 50 зерен, соответственно

равны: 0,50; 0,15; 0,20; 0,05. Какова вероятность того, что колос,

выросший из произвольно взятого из заготовленной смеси зерна,
будет содержать не менее 50 зерен? [0,4905.]

36. В группе спортсменов 20 лыжников, 6 велосипедистов и

4 бегуна. Вероятность выполнить квалификационную норму тако-

такова: для лыжника — 0,9, для велосипедиста — 0,8 и для бегуна —

0,75. Найти вероятность того, что спортсмен, выбранный наудачу,
выполнит норму. [0,86.]

37. Партия электрических лампочек на 20% изготовлена пер-
первым заводом, на 30% — вторым и на 50% — третьим заводом.
Для первого завода вероятность выпуска бракованной лампочки

равна 0,01, для второго
— 0,005 и для третьего

— 0,006. Какова ве-

вероятность того, что наудачу взятая из партии лампочка окажется

бракованной? [0,0065.]

38. Из 50 деталей 18 изготовлены в первом цехе, 20 — во вто-

втором, а остальные — в третьем. Первый и третий цехи дают продук-

продукцию отличного качества с вероятностью 0,9, второй — с вероят-
вероятностью 0,6. Какова вероятность того, что взятая наудачу деталь

будет отличного качества? [0,78.]

39. На четырех карточках написаны буквы А, Е, П, Р. Карточ-
Карточки перемешиваются и раскладываются в ряд. Какова вероятность

что получится слово РЕПА? I кг-. ]
40. В урне находятся 15 шаров, из них 9 красных и 6 синих.

Найти вероятность того, что вынутые наугад два шара оба окажут-
[12 |

ся красными. -тс-.

41. Брошены две игральные кости. Найти вероятность того,

что сумма выпавших очков равна 4. | утр |

К главе II

1. В лотерее на 100 билетов разыгрываются две вещи, стои-

стоимости которых 210 и 60 р. Составить закон распределения суммы
выигрыша для лица, имеющего один билет.

I Сумма выигрыша 0 60 210

[ Вероятность 0,98 0,01 0,01 |

2. Случайная величина X задана законом распределения:

о

р 0,1 0,6 ? 0,1

Какова вероятность того, что она примет значение 4? [0,2.]
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3. Найти математическое ожидание случайной 'величины X,
заданной законом 'распределения:

а)

б)

X

Р

X

Р

X

Р

1

0,2

4

0,2

0,21

0 1

3

0,1

6

0,3

0,51

0,5

6

0/

10

0,5

0,61

0,4

8

1 0,3
в)

[а) 6; б) 0,535; в) 5,3.]

4. Найти математическое ожидание случайной величины Z,
если известны математические ожидания X и У:

a) Z=X+Y, M{X)=5,

б) Z = 3X+4F, M{X)=2, М(У)=6.

[а) 8; б) 30.]

5. Производятся 3 выстрела с вероятностями попадания в цель,

равными /3i = 0,4; р2 = 0,3 и р3
= 0,6. Найти математическое ожида-

ожидание общего числа попаданий. [1,3.]

6. Независимые случайные величины X и Y заданы следующи-
следующими законами распределения:

Л 1 3 6 8

0,2 0,1 0,4 0,3 р 0,3 0,1 0,2 0,4

Найти математическое ожидание случайной величины XY.

[23,32 ]

7. Дискретная случайная величина X принимает три возмож-

возможных значения: *i=4 с вероятностью pi = 0,5; x2=6 с вероятностью
р2 = 0,3 и х3 с вероятностью р3. Найти л;3 и рг, зная, что М(Х)=8.

8. Дан перечень возможных значений дискретной случайной
величины X: х\=—1; х2=0, Хз=\, а также известны математичес-

математические ожидания этой величины и ее квадрата: А1(Х)=0,1, М(Х2) =
= 0,9. Найти вероятности ри р2, рз, соответствующие возможным

значениям хи х%, х3.
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9. Найти дисперсию случайной величины X, заданной законом

распределения:

1 о 1

б)

0,2 0,3 0,5

0 12 3

0,1 0,2 0,3 0,4

[a)Z>(X)=0,61;6)
10. Определить математическое ожидание и дисперсию случай-

случайной величины X, если закон распределения имеет вид:

X 0 1

р 0,2 0,1 0,3 0,4

[М(Х) =2,6; D(X) =2,44.]
11. Случайная величина X распределена по закону:

X

р

2

1

4

4

1

8

6

1

,4

8

1

8

10

1

4

Найти M{X),D{X) яа(Х).

12. Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение

дискретной случайной величины X, заданной законом распределе-
распределения:

р 0,4 0,3 0,1 0,2

[D(X) = 15,21; о(Х)=3,9.]
13. Известны дисперсии двух независимых случайных величин

X и У: D(X)=5, D(Y)=6. Найти дисперсию суммы этих величин.

14. Найти дисперсию следующих величин: а) 2Х; б) —ЗХ, если

D(X)=4. [a) 16; б) 36.]
15. Дискретная случайная iвeлwчиlнa X заданна законом распре-

распределения:

0,1 0,4 0,5

Найти начальные моменты первого и второго порядков.

[v, = 3,9; v*= 16,5.]
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16. Дискретная случайная величина X задана законом рас-
распределения:

0,1 0,3 0,6

Найти центральный момент второго порядка.
[|Л2 = 1

17. Случайная величина X задана интегральной функцией

0 при *«:—1;

F(x)= T*+T ПРИ -К^<4";
1 при х> -у.

Найти вероятность того, что в результате испытания величина X

примет значение, заключенное в интервале @; 7з)- [0,25.]

18. Случайная величина X на всей оси Ох задана интегральной

функцией F(x)= „¦ -j- - arctgx. Найти вероятность того, что в ре-

зультате испытания величина X примет значение, заключенное в

интервале @; 1). [0,25.]

19. Случайная величина X задана интегральной функцией

0 при х<—2;

F(x) =
1,1 . х

jp при —2<х<2;

1 при х>2.

Найти вероятность того, что в результате испытания величина X

примет значение, заключенное в интервале (—1; 1). f J_ I
I 3 J

20. Функция

является плотностью вероятности случайной величины X. Найти

коэффициент а и функцию распределения F(x).

21. Случайная величина X задана по всей оси Ох равенством

Найти постоянный параметр а. а=2п~'
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22. Случайная величина X задана плотностью вероятности

( 0 при х<—?-;
II

f{x)= < a sin 2л: при —^|
I 0 при *>*-.

Найти коэффициент а.

[«=1-1
23. Случайная величина X задана дифференциальной функ-

цией f (jc) =-r-sin Зл; в интервале @;-д-), вне этого интервала

/(л:)=0. Найти вероятность того, что X примет значение, принад-

принадлежащее интервалу (-?-; ~). f
24. Случайная величина X задана плотностью вероятности

О при х<0;

/(*) = 2х при 0<л:<1;

О при х>\.

Найти математическое ожидание случайной величины X. Г2 1
L з • J

25. Случайная величина X задана плотностью вероятности

О при л:<—2;

1
при —2<x<2;

О при х>2

Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величи-

величины X. [М(Х)=0; D{X)=y3.]
26. Два равносильных шахматиста играют в шахматы. Что ве-

вероятнее выиграть: одну партию из двух или две партии из четы-

четырех (ничьи во внимание не принимаются)?
[Вероятнее выиграть одну партию из двух.]

27. Пусть всхожесть семян данного растения составляет 70%.
Определить вероятность того, что из трех посеянных семян взой-

взойдут: а) два; б) не менее двух.
[а) 0,441, б) 0,784.]

28. В семье 5 детей Найти вероятность того, что среди этих

детей два мальчика. Вероятность рождения мальчика принять

равной 0,51. [0,31.]
29. Монету бросали четыре раза. Чему равна при этом вероят-

вероятность выпадения герба два раза' [0,375.]
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30. Монета подбрасывается три раза. Какова вероятность того,
что герб появится не менее двух раз? [0,5.]

31. Монета подбрасывается три раза. Рассматривается случай-
случайная величина X — число появлений герба. Найти закон распреде-
распределения случайной величины X.

X о 1

р 0,125 0,375 0,375 0 125

32. Найти математическое ожидание числа бракованных из-

изделий в партии из 10 000 изделий, если каждое изделие может
оказаться бракованным с вероятностью 0,005. [50 изделий.]

33. Из всей выпускаемой фабрикой продукции 98% состав-

составляют изделия со Знаком качества. Найти а) математическое ожи-

ожидание и б) дисперсию числа изделий со Знаком качества в партии
из 5000 изделий. [а) 4900; б) 98.]

34. Подлежат исследованию 1200 проб руды. Пусть вероят-
вероятность промышленного содержания металла в каждой пробе равна
0,09. Найти а) математическое ожидание и б) дисперсию числа проб
с промышленным содержанием металла.

[а) 108; б) 98,28.]
35. Математическое ожидание и среднее квадратическое откло-

отклонение нормально распределенной случайной величины X соответ-

соответственно равны 3 и 2. Найти дифференциальную функцию f(x).

'

2У2п

36. Написать дифференциальную функцию нормально распре-
распределенной случайной величины X, зная, что М(Х)=3, D(X) = 16.

г , -U-3)»

37. Нормально распределенная случайная величина X задана
дифференциальной функцией

Найти математическое ожидание и дисперсию X.
M

38. Математическое ожидание и среднее квадратическое откло-
неиие нормально распределенной случайной величины X соответ-

соответственно равны 10 и 2. Найти вероятность того, что в результате
испытания X примет значение, заключенное в интервале A2; 14).

[0,1359.]
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39. Математическое ожидание и среднее квадратическое от-

отклонение нормально распределенной случайной величины X соот-

соответственно равны 20 и 5. Найти вероятность того, что в результате
испытания X примет значение в интервале A5; 25). [0,6826.]

40. Детали, выпускаемые цехом, по размеру диаметра распре-
распределяются по нормальному закону с параметрами: математическое

ожидание равно 5 см, а среднее квадратическое отклонение равно
0,9 см. Найти вероятность того, что отклонение диаметра наудачу
взятой детали от математического ожидания по абсолютной вели-

величине будет меньше 2 см. [0,9736.]
41. Производится взвешивание некоторого вещества без систе-

систематических ошибок. Случайные ошибки взвешивания подчинены

нормальному закону со средним квадратическим отклонением

о=20 г. Найти вероятность того, что взвешивание будет произве-
произведено с ошибкой, которая по абсолютной величине меньше 10 г.

[0,383.]
42. АТС получает в среднем за час 300 вызовов. Какова вероят-

вероятность того, что за данную минуту она получит точно 2 вызова?

[0,09.]
43. Среди 1000 человек приблизительно 8 левшей. Какова ве-

вероятность того, что среди сотии наугад выбранных человек не ока-

окажется ни одного левши? [0,4493.]
44. Монету бросают 100 раз. Какова вероятность того, что при

этом герб выпадет ровно 50 раз? [0,08.]
45. Какова вероятность того, что при 200-кратном бросании

монеты число появления герба S2oo удовлетворяет неравенству
95<S200<105? [0,5224.]

46. Вероятность получения по лотерее проигрышного билета

равна 0,1. Какова вероятность того, что среди 500 наугад куплен-
купленных билетов не менее 48 и не более 55 безвыигрышных? [0,3913.]

К главе III

1. Перейти от частот к относительным частотам в следующем
распределении выборки объема п— 10:

Варианта х\ 2 5 7

Частота п,

Варианта х,

Относительная 0,1 0,3 0,6
частота р,*

2. Перейти от частот к относительным частотам в следующем
распределении выборки объема л = 20:

Варианта х, 4 7 8 12

Частота щ 5 2 3 10
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Варианта Х\

Относительная

частота pf

3. Построить полигои по

а)
Х\

0) х

Щ

Р'

г>

Р'

4

0,25

данному

1

20

2

10

2 4

0,15 0,2

1 4

7

0,10

8

0 15

12

0,50

распределению:

4

10

3

15

0,15 0,25

5

0,1

5

0,3

5

14

5

5

7

0,1

8

0,2

7

6

6

20

1 0

0,45

9

0,1

4. Построить гистограмму по данному распределению выборки
объема п= 100:

Частичный
интервал

1—5

5—9

9—13

13—17

17—21

Сумма частот вариант
частичного интервала л,

10

20

50

12

8

5. Построить гистограмму (с переходом к относительным час-

частотам) по данному распределению выборки:

Частичный
интервал

Сумма частот вариант

частичного интервала п\

0—2

2—4

4-6

20

30

50

6. Генеральная совокупность задана таблицей распределения:

2560 2600 2620 2650 2700

ЛГ, 10

Найти генеральную среднюю хг: хг = 2621.]
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7. Генеральная совокупность задана таблицей распределения:

х, 186 192 194

Найти генеральную среднюю хг и генеральную_дисперсию DT.

\хт= 191,4; ?>г=8,04.]
8. Из генеральной совокупности извлечена выборка объема

60

Варианта л, 1 3 6 26

Частота п, 8 40 10 2

Найти выборочную среднюю. [*в = 4.]
9. Выборочная совокупность задана таблицей распределения;

ю

я, 16 12 8 14

Найти выборочную среднюю. [лв = 5,76.]
10. Найти выборочную среднюю по данному распределению

выборки объема п= 10:

1250 1270 1280

[]
11. Найти выборочную среднюю по следующим данным: а) дли-

на крыла у 6 пчел (в мм): 9,68; 9,81; 9,77; 9,60; 9,61; 9,55; б) длина
листьев садовой земляники (в см): 5,2; 5,6; 7,1; 6.6; 8,6; 8,2; 7,7;7,8.

[а) 9,67 мм; б) 7,1 см.]
12. Найти выборочную дисперсию по данному распределению

выборки объема п= 10:

0,01 0,04 0,08

[DB« 0,0007.]
13. По выборке объема п = А\ найдена выборочная дисперсия

DB = 3. Найти исправленную дисперсию. [s2«3,075.]
14. Найти исправленную выборочную дисперсию по данному

распределению выборки объема п=10:

х, 102 104 108

п, 2 3 5
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15. Найти исправленную выборочную дисперсию по данному

распределению выборки объема «=20'

х{ 0,1 0,5 0,07 0,9

л, 6 12 1 1

[s2~ 0,0525.]
16. В итоге пяти измерений длины стержня одним прибором

(без систематических ошибок) получены следующие результаты
(в мм): 92, 914, 103, 105, 106. Найти выборочную среднюю длины

стержня, а также выборочную и исправленную дисперсии ошибок

прибора.
__

[лгв=100; Z)B = 34; s2 = 42 5]
17. Ниже приведены результаты измерения роста случайно

отобранных 100 студентов.

Рост, см

Число

студентог

154—158

10

158—162

14

162—166

26

166—170

28

170—174

12

174—178

8

178—182

2

Найти выборочную среднюю и выборочную дисперсию роста об-

обследованных студентов.
Указание. Найти середины интервалов и принять их в ка-

качестве вариант.

[*в=166; ?>в = 33,44.]
18. Найти доверительный интервал для оценки с надежностью

0,95 неизвестного математического ожидания а нормально распре-
распределенного признака X генеральной совокупности, если даны гене-

генеральное среднее квадратическое отклонение 0=5, выборочная
средняя хв= 14 и объем выборки п=25.

[12,04<а< 15,96.]
19. Найти доверительный интервал для оценки с надежностью

0,99 неизвестного математического ожидания а нормально распре-
распределенного признака X генеральной совокупности, если даны гене-

генеральное среднее квадратическое отклонение о, выборочная средняя

Хв и объем выборки п:

а) а=4,з=Ю,2, л=16;

б) 0=5, Хв= 16,8, п=25.
[а) 7,63<а<12,77;

б) 14,23<а< 19,37.]
20. Из генеральной совокупности извлечена выборка объема

л=10:

Варианта х,

Частота щ

—2

2

1 2

1 2

3

2

4

2

5

1

Пользуясь распределением Стьюдента, оценить с надежностью 0,95
математическое ожидание а нормально распределенного признака
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генеральной совокупности по выборочной средней при помощи до-

доверительного интервала. [0,3<а<3,7.]
21. Из генеральной совокупности извлечена выборка объема

л=12:

Xi

щ

—0,5

1

—0,4

2

—0,2

1

0

1

0,2

1

0,6

1

0,8

1

1

1

1,2

2

1,5

1

Пользуясь распределением Стьюдента, оценить с надежностью 0,95
математическое ожидание а нормально распределенного признака

генеральной совокупности при помощи доверительного интер-
интервала. [—0,04<а<0,88.]

22. По данным 16 независимых равноточных измерений неко-

некоторой физической величины найдены среднее арифметическое ре-

результатов измерений хв = 42,8 и исправленное среднее квадратичес-
квадратическое отклонение s = 8. Оценить истинное значение а измерений ве-

величины с надежностью у=0,999. [34,66<а<50.94.]
23. По данным выборки объема п= 16 из генеральной совокуп-

совокупности найдено исправленное среднее квадратическое отклонение

s=l нормально распределенного количественного признака. Найти

доверительный интервал, покрывающий генеральное среднее квад-

квадратическое отклонение а с надежностью 0,95.
[О,56<0<1,44.]

24. По данным выборки объема п из генеральной совокупности
нормально распределенного количественного признака найдено

исправленное среднее квадратическое отклонение s. Найти довери-
доверительный интервал, покрывающий генеральное среднее квадрати-
квадратическое отклонение а с надежностью 0,999, если:

а) /г=10, s = 5,l; б) л=50, s=14.

[а) О<0< 14,28; б) 7,98<0<2О,О2.]
25. Произведено 12 измерений одним прибором (без система

тической ошибки) некоторой физической величины, причем исправ-
исправленное среднее квадратическое отклонение s случайных ошибок
измерений оказалось равным 0,6. Найти точность прибора с надеж-

надежностью 0,99. [О,О6<0<1,14 ]
26. Произведено 10 измерений одним прибором (без система-

систематической ошибки) некоторой физической величины, причем исправ-
исправленное среднее квадратическое отклонение случайных ошибок из-

измерений оказалось равным 0,8. Найти точность прибора с надеж-

надежностью 0,95. [0,28<а<1,32.]
27. При уровне значимости 0,01 проверить гипотезу о нормаль-

нормальном распределении генеральной совокупности, если известны эмпи-

эмпирические и теоретические частоты:

Эмпирические частоты

Теоретические частоты

8

6

16

18

40

36

72

76

36

39

18

18

10

7

[Хо2 = 3,068; х2 @,01; 4) = 13,3. Нет оснований отвергнуть гипотезу.]
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28. В следующих упражнениях при уровне значимости 0,05
проверить гипотезу о нормальном распределении генеральной со-

совокупности, если известны эмпирические и теоретическое частоты:

Эмпирические частоты 10 40

Теоретические частоты 14 18

[/о2 = 2,47; х2@,05; 2) =6,0. Нет оснований отвергнуть гипотезу.]

' Эмпирические частоты 6 8 13 15 20 16 10 7 5

Теоретические частоты 5 14 16 18 16

|хо2=1,52; х2@,05; 6) = 12,6. Нет оснований отвергнуть гипотезу.]

Эмпирические частоты 14 18 32 70 20 36 10

Теоретические частоты 10 24 34 80 18 22 12

[%о2= 13,93; х2@.05; 4) =9,5. Гипотеза отвергается.]

г' Эмпирические частоты 5 7 15 14 21 16

Теоретические частоты 6 14 15 22 15

[Хо2 = О,83; х2@,05; 6) = 12,6. Нет оснований отвергнуть гипотезу.]

29. Найти выборочное уравнение прямой регрессии Y на X
по данным следующей таблицы:

X,

23,0
24,0
24,5
24,5
25,0
25,5
26,0
26,0
26,5
26,5
27,0
27,0
28,0

У*

0.48
0,50
0,49
0,50
0,5!
0,52
0,51
0,53
0,50
0,52
0,54
0,52
0 53

[г/=О,0098х+0,2581.]
30. По данным таблицы, приведенной в предыдущем упражне-

упражнении, иайтн выборочное уравнение прямой X на У.

[д: = 64г/—7,012.]
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ПРИЛОЖЕНИЯ

Приложение 1

Сводка формул и основные факты из курса «Начала математического анализа»

1. Числовые множества.

Множество действительных чисел х, удовлетворяющих неравен-
неравенствам a<x<b (а<х<Ь), называется сегментом, или отрезком (ин-
(интервалом), :и обозначается [а; Ь] ((а; Ь)). Полусегментом [а; Ь)
((а; Ь]) называют множество действительных чисел х, удовлетво-

удовлетворяющих неравенствам а<х<6 (а<х<6). Множества действи-
действительных чисел, удовлетворяющих условиям х<а (х<.а) или

х>Ь (х^Ь), обозначаются соответственно (—оо; а) ((—оо; а])
и (Ъ; +оо) ([Ь\ +оо)). Множество всех действительных чисел обо-

обозначается символом (—оо; +оо), или |х|<оо, или R. -Все указан-
указанные множества называют промежутками.

2. Основные теоремы о пределах:

а) lim(f(x)+g{x))^\imf(x)+Umg(x);
х—а х->.1 х->а

б) \im(f(x)g(x))l=\imf(x)-limg (х),

в частности,
lim (cf (x)) =c lim f (x);

3. Замечательные пределы:

ч ,. sin к ,

a) hm -—= 1;
Х-.0 х

б) limfl + -Jr)X = e = 2,711828.. .

4. Приращение функции y = f(x), соответствующее приращению
Ах аргумента х:

Ay = f(x+Ax)—f(x).

5. Условие непрерывности функции y = f(x):

lim Дг/ = О.
Дх—О

6. Производная

ах
Дх^О
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Отсюда для малых |Лл:[

Ау^у'Ах,
или

f(x+Ax) -f(x)~f'(x)Ax.

Геометрически f'{x) — угловой коэффициент касательной к

графику функции y=f(x) в точке с абсциссой х.

7. Правила дифференцирования и производные основных эле-

элементарных функций.

1. (с)'=0.
2.

3.

4. {cu)' = cur.

г I U \' U'v—Ut/
b- \ir) ~~1й

6.

7. (аи)' = аи«'1па.

8. (eu)'=eu«'.

9. (log au)'= -4—-v & ;
ulna

10. (In U)'=—.

11. (sin u)' = «'cos u.

12. (cos«)'=—u'sinu.

13. (tgu Vcos2u

14. (ctg«)' = 4~.

15. (arcsin«)'=

16. (arccos«)' =

17. (arctgu)'= 1+M2
¦

18. (arcctgu)'=-g!l_.
Здесь « = «(х) и v = v(x) — дифференцируемые функции.
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8. Формула Лагранжа:

где

|e(Xi; хг).

9. Если функция y = f{x) не убывает, то /'(х)>0; если не воз-

возрастает, то f (х)<?.0.
Функция y = f{x) возрастает, если f'(x)>0, и убывает, если

Г(х)<0.

10. Правило Лопиталя для неопределенностей вида -„ или -~"-

lim^i?L=lim2afL,
если предел справа существует.

11. а) Необходимое условие экстремума функции f(x) в точке

Хо' Г (хо) =0 или f (хо) не существует.
б) Достаточные условия экстремума функции f(x) в точке х0:

если f'(xo)=O, f"(xo)<0, Tof(xo) — максимум функции f{xr); если

f (Хо) =0. f"(x0) >0, то f(x0) — минимум функции/(х).
12. а) График функции y = f(x) вогнут вверх, если f"{x)>0, и

вогнут вниз, если f"(x)<0.
б) Необходимое условие точки перегиба графика функции у =

=f(x) при х=х0; f"(xo) =0 или f"(xo) не существует.
в) Достаточное условие точки перегиба при х = Хо'- f"(xo)=O,

f"(х0—h)f"(xo + h) <0 при любом достаточно малом h.
13. Кривая Гаусса.
Построить график функции у = е~х~. Эта функция определена,

непрерывна, положительна на всей числовой оси и является четной.

Поэтому достаточно построить ее график в первом квадранте.

При х=0 у=\; при х—к + оо у-+0. Ее производная у' = —2л;е~х3обра-
щается в нуль только в точке хо = 0; при д;>0 у'<0, т. е. при л:>0

данная функция убывает. Ее вторая производная г/" = 2Bх2—1)е~х

в точке Х\ = —=— обращается в нуль; в промежутке (—— ; f оо)
У2 У2

у">0, и, следовательно, здесь график данной функции является

вогнутым вверх, а в полусегменте [хо\ Xi) y"<0, и, следовательно, в

нем этот же график является вогнутым вниз и Х\
— абсцисса его

точки перегиба, и, наконец, в точке хо = О данная функция имеет

максимум. График данной функции изображен на рис. 7. Это так

называемая кривая Гаусса.
14. Дифференциал функции y=f(x): dy — y'dx. Связь прираще-

приращения At/ функции с дифференциалом dy функции:

где а->0 при Дл:-Ю.
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Рис. 7

15. Если y' = f (x), то y=$f(x)dx (неопределенный интеграл).

16. Основные свойства неопределенного интеграла:

а) dtf(x)dx=f{x)dx, (tf(x)dx)f=f(x);
б) $dF(x)=F(x) + C;

в) Scf(x)dx=ctf(x)dx;

17. Таблица основных интегралов.

I. \х'йх= + С

3.

4.

5.

+С

¦ + С.

cosax+C.

6. Jcos axdx= —sin ax+ С.

cos2ax

sin2ojc -—cigax+C.
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»¦

12. Г j±_ = \r\\x+1~xT+~a\+C.

л:2—a3 2a x+a

x-a , c_

18. Основные методы интегрирования,

а) Метод подстановки: если x—q>(t), то

б) Метод интегрирования по частям:

uv—\vdu.

19. Определенный интеграл:

}f(x)dx= lim
а шах Д

где gte [л:,; лп+i] и Ajci = jci+i—л:,.

20. Основные свойства определенного интеграла (рассматривае-
(рассматриваемые функции непрерывны):

а) Jf(x)dx=0;
а

б) U(x)dx=U(t)dt;
а а

в) Sf(x)dx=-if(x)dx;
а Ь

г)

Д)

е) U{x)dx=U{x)dx+U{x)dx.
а а <-

21. Формула Ньютона—Лейбница: если f(x) непрерывна и

F(x)=f(x),TO

U(x)dx=F(b)-F(a).
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22. Определенный интеграл с переменным верхним пределом:

23. Формула замены переменной в определенном интеграле:

а а

где а = ф(а) и 6 = ф(р).

24. Формула интегрирования по частям в определенном интег-

интеграле:

$ u(x)v'{x)dx=u(x)v(x) \\-$v{x)u'(x)dx.
а а

25. Площадь криволинейной трапеции, ограниченной непрерыв-
непрерывной линией у = у{х) (г/(л:)>0), осью Ох и двумя прямыми х=а и

х=Ь (а<Ь):
ь

S= $y{x)dx.
я

26. Объем тела с известным поперечным сечением S(x):

V= SS(x)dx.
а

27. Объем тела вращения:

а) вокруг оси Ох:

б) вокруг оси Оу:

b

= 2n J xy(x)dx

28. Несобственные интегралы.
В ряде случаев приходится иметь дело с интегралами, у кото-

которых один или оба предела интегрирования бесконечны, т. е. про-
промежуток интегрирования либо полупрямая, либо вся прямая. Такие

интегралы называются несобственными.

Приведем определение несобственного интеграла с бесконечным

верхним пределом интегрирования:

+ff(x)dx=\im U(x)dx. A)
а b *¦+ оо а
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Геометрически для неотрицательной подынтегральной функции этот

интеграл тоже дает площадь криволинейной трапеции, ограничен-
ограниченной графиком подынтегральной функции, осью абсцисс и прямой
х=а (рис. 8).

Рис. 8

Если существует конечный предел в правой части равенства

A), то интеграл называется сходящимся. В противном случае ин-

интеграл называется расходящимся.

Интеграл $f(x)dx называется абсолютно сходящимся, если схо-

а

дится интеграл J \f(x) \dx.
а

+ 0°

Из сходимости интеграла J \f(x) \dx следует сходимость интег-
а

рала $f(x)dx.
а

В математическом анализе доказывается, что все основные

правила вычисления интегралов и их свойства сохраняются для

несобственных интегралов.

Например, вычислим интеграл

+ ~
,

ь

J х2 ь-+- J з й Kte
Таким образом, заданный интеграл сходится. Геометрически про-

проделанное вычисление означает, что площадь фигуры, заштрихован-
заштрихованной на рис. 9, равна единице.
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Обычно так подробно вычисления не проводят и пишут

их
X2 х \

0+1 = 1,

понимая под подстановкой верхнего предела интегрирования пере-
переход к пределу при л:->-+оо.

Интегралы с бесконечным нижним пределом определяются ана-
аналогично:

$f(x)dx=hm lf(x)dx.

Например,

In 5 In 5

Интеграл, оба предела интегрирования которого бесконечны,

определяется равенством

^f(x)dx=}f(x)dx++U(x)dx,
где с — какое-нибудь число (выбор его безразличен). Последнее
равенство следует понимать так: если каждый из интегралов, стоя-

стоящих справа, сходится, то сходится по определению и интеграл,
стоящий слева.

29. Вычисление интеграла Пуассона.
Рассмотрим объем V тела, образованного вращением вокруг

оси Оу бесконечной фигуры, ограниченной графиком функции
У = е-хЧ2 л осью Ох (рис. 10). Этот «объем подсчитаем двумя спосо-

Рис 10
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бами. Сначала по формуле для объемов тел вращения имеем

2 )=

А теперь подсчитаем объем этого же тела «по 'поперечным сече-

ииям». Возьмем ось Oz, перпендикулярную осям Ох и Оу. При вра-
вращении вокруг оси Оу графика функции у = е~х2'2 получается поверх-
поверхность с уравнением у = е~(х3^2"J. Эта поверхность вместе с плос-

плоскостью хОг ограничивает интересующий нас объем V. Проведем
плоскость, перпендикулярную оси Oz. В сечении получится плоская

фигура (на рис. 10 она заштрихована). Ее площадь есть функция
от z (координаты точки пересечения секущей плоскости с осью Oz):

S(z) =+J e-(x2+z2)/2dx = e-zi'2+f е-^-'Чх,

так как при интегрировании по х переменная z остается постоян-

постоянной. Теперь вычислим объем тела по известным поперечным сече-

сечениям S(z):

У= +fs(z)dz=+f (е-*'я+[e-**'*dx)dz=

= +f er*'3dx+f e-*'4z= ( +fe-**'3dxJ.

Сравнивая получившиеся результаты, приходим к равенству

откуда для интеграла Пуассона (так как этот интеграл есть поло-

положительное число) следует формула

7" e-*l*dx=fhi.

30. Числовой ряд, его сходимость.

Числовым рядом называют выражение

...+вп+..., B)
или кратко 2 а„, а числа ап — его членами.

Если существует конечный предел последовательности частич-

частичных сумм Sn ряда B) limSn= S, где Sn = ai + a2+ ...+an> то ряд

B) называют сходящимся; в противном случае ряд B) называют

расходящимся. Число S называют суммой ряда.

128



Говорят, что ряд B) сходится абсолютно, если сходится ряд

2 \а„\. C)

Если ряд B) сходится, а ряд C) расходится, то говорят, что

ряд B) сходится условно.

31. Ряд вида

а0 + aiX+ а2х2 + агхъ + . .. + апхп + ..
., D)

где по, аи а^, а3, ..., ап, .. ¦

— постоянные числа, называется сте-

степенным рядом.

Число jR>0 такое, что при |x|<jR ряд D) сходится абсолютно,
а при |x|>j? расходится, называется радиусом сходимости степен-

степенного ряда D); интервал (—R; R) — интервалом сходимости ряда
D). Если ряд D) сходится лишь в одной точке х=0, то считают

R — 0; если ряд D) сходится при любом х, то полагают # = оо.

32. Основные разложения в степенные ряды:

п-0

n-oV '
Bл)!

Vl

- 2_, , X

n-l и!

i= 2 (—I)" 
n-l

Заказ № 1128



ПРИЛОЖЕНИЕ 2

1 —

Таблица значений функции (р(я)= —-—- е ~*

3,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

1,0
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
,6

1,7
1,8
1,9

2,0
2,1
2,2
2,3
2,4
2,5
2,6
2,7
2,8
2,9

3,0
3,1
3,2
3,3
3,4
3,5
3,6
3,7
3,8
3,9

0,3989
3970
3910
3814
3683
3521
3332
3123
2897
2661

0,2420
2179
1942
1714
1497
1295
1109
0940
0790
0656

0,0540
0440
0355
0283
0224
0175
0136
0104
0079
0060

0,0044
0033
0024
0017
0012
0009
0006
0004
0003
0002

3989
3965
3902
3802
3668
3503
3312
3101
2874
2637

2396
2155
1919
1691
1476
1276
1092
0925
0775
0644

0529
0431
0347
0277
0219
0171
0132
0101
0077
0058

0043
0032
0023
0017
0012
0008
0006
0004
0003
0002

3989
3961
3894
3790
3653
3485
3292
3079
2850
2613

2371
2131
1895
1669
1456
1257
1074
0909
0761
0632

0519
0422
0339
0270
0213
0167
0129
0099
0075
0056

0042
0031
0022
0016
0012
0008
0006
0004
0003
0002

3988
3956
3885
3778
3637
3467
3271
3056
2827
2589

2347
2107
1872
1647
1435
1238
1057
0893
0748
0620

0508
0413
0332
0264
0208
0163
0126
0096
0073
0055

0040
0030
0022
0016
ООП
0008
0005
0004
0003
0002

3986
3951
3876
3765
3621
3448
3251
3034
2803
2565

2323
2083
1849
1626
1415
1219
1040
0878
0734
0608

0498
0404
0325
0258
0203
0158
0122
0093
0071
0053

0039
0029
0021
0015
ООП
0008
0005
0004
0003
0002

3984
3945
3867
3752
3605
3429
3230
ЗОИ
2780
2541

2299
2059
1826
1604
1394
1200
1023
0863
0721
0596

0488
0396
0317
0252
0198
0154
0119
0091
0069
0051

0038
0028
0020
0015
0010
0007
0005

0004
0002
0002

3982

3939
3857
3739
3589
3410
3209

2989
2756
2516

2275
2036
1804
1582
1374
11-82
1006
0848
0707
0584

0478
0387
0310
0246
0194
0151
0116
0088
0067
0050

0037
0027
0020
0014
0010
0007
0005
0003
0002
0002

3980
3932
3847
3726
3572
3391
3187
2966
2732
2492

2251
2012
1781
1561
1354
1163
0989
0833
0694
0573

0468
0379
0303
0241
0189
0147
0113
0086
0065
0048

0036
0026
0019
0014
0010
0007
0005
0003
0002
0002

3977
3925
3836
3712
3555
3372
3166
2943
2709
2468

2227
1989
1758
1539
1334
1145
0973
0818
0681
0562

0459
0371
0297
0235
0184
0143
ОНО
0084
0063
0047

0035
0025
0018
0013
0009
0007
0005
0003
0002
0001

3973
3918
3825
3697
3538
3352
3144
2920
2685
2444

2203
1965
1736
1518
1315
1127
0957

0804
0669
0551

0449
0363
0290
0229
0180
0139
0107
0081
0061
0046

0034
0025
0018
0013
0009
0006
0004
0003
0002
0001
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3

Таблица значений функции Ф(х) == —=^-

/2

Id/

X

0,00
0,01
0,02
0,03
0,04
0,05
0,06
0,07
0,08
0,09
0,10
0,11
0,12
0,13
0,14
0,15
0,16
0,17
0,18
0,19
0,20
0,21
0,22
0,23
0,24
0,25
0,26
0,27
0,28
0,29
0,30
0,31
0,32
0,33
0,34
0,35
0,36
0,37
0,38
0,39
0,40
0,41
0,42
0,43
0,44
0,45
0,46
0,47
0,48

Ф(*) х

0,0000
0,0040
0,0080
0,0120
0,0160
0,0199
0,0239
0,0279
0,0319
0,0359
0,0398
0,0438
0,0478
0,0517
0,0557
0,0596
0,0636
0,0675
0,0714
0,0753
0,0793
0,0832
0,0871
0,0910
0,0948
0,0987
0,1026
0,1064
0,1103
0,1141
0,1179
0,1217
0,1255
0,1293
0,1331
0,1368
0,1406
0,1443
0,1480
0,1517
0,1554
0,1591
0,1628
0,1664
0,1700
0,1736
0,1772
0,1808
0,1844

0,49
0,50
0,51
0,52
0,53
0,54
0,55
0,56
0,57
0,58
0,59
0,60
0,61
0,62
0,63
0,64
0,65
0,66
0,67
0,68
0,69
0,70
0,71
0,72
0,73
0,74
0,75
0,76
0,77
0,78
0,79
0,80
0,81
0,82
0,83
0,84
0,85
0,86
0,87
0,88
0,89
0,90
0,91
0,92
0,93
0,94
0,95
0,96
0,97

Ф(*)

0,1879
0,1915
0,1950
0,1985
0,2019
0,2054
0,2088
0,2123
0,2157
0,2190
0,2224
0,2257
0,2291
0,2324
0,2357
0,2389
0,2422
0,2454
0,2486
0,2517
0,2549
0,2580
0,2611
0,2642
0,2673
0,2703
0,2734
0,2764
0,2794
0,2823
0,2852
0,2881
0,2910
0,2939
0,2967
0,2995
0,3023
0,3051
0,3078
0,3106
0,3133
0,3159
0,3186
0,3212
0,3238
0,3264
0,3289
0,3315
0,3340

X

0,98
0,99
1,00
1,01
1,02
1,03
1,04
1,05
1,06
1,07
1,08
1,09
1,10
1,11
1,12
1,13
1,14
1,15
1,16
1,17
1,18
1,19
1,20
1,21
1,22
1,23
1,24
1,25
1,26
1,27
1,28
1,29
1,30
1,31
1,32
1,33
1,34
1,35
1,36
1,37
1,38
1,39
1,40
1,41
1,42
1,43
1.44
1,45
1,46

Ф(х) х

0,3365
0,3389
0,3413
0,3438
0,3461
0,3485
0,3508
0,3531
0,3554
0,3577
0,3599
0,3621
0,3643
0,3665
0,3686
0,3708
0,3729
0,3749
0,3770
0,3790
0,3810
0,3830
0,3949
0,3869
0,3888
0,3907
0,3925
0,3944
0,3962
0,3980
0,3997
0,4015
0,4032
0,4049
0,4066
0,4082
0,4099
0,4115
0,4131
0,4147
0,4162
0,4177
0,4192
0,4207
0,4222
0.4236
0,4251
0,4265
0,4279

1,47
1,48
1,49
1,50
1,51
1,52
1,53
1,54
1,55
1,56
1,57
1,58
1,59
1,60
1,61
1,62
1,63
1,64
1,65
1,66
1,67
1,68
1,69
1,70
1,71
1,72
1,73
1,74
1,75
1,76
1,77
1,78
1,79
1,80
1,81
1,82
1,83
1,84
,85
,86
,87
,88
1,89
,90
1,91
1,92
1.93
1,94
1,95

Щх)

0,4292
0,4306
0,4319
0,4332
0,4345
0,4357
0,4370
0,4382
0,4394
0,4406
0,4418
0,4429
0,4441
0,4452
0,4463
0,4474
0,4484
0,4495
0,4305
0,4515
0,4525
0,4535
0,4545
0,4554
0,4564
0,4573
0,4582
0,4591
0,4599
0,4608
0,4616
0,4625
0,4633
0,4641
0,4649
0,4656
0,4664
0,4671
0,4678
0,4686
0,4693
0,4699
0,4706
0,4713
0,4719
0,4726
0.4732
0,4738
0,4744
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ПРИЛОЖЕНИЕ 5

Vп \
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

0,95

1,37
1,09
0,92
0,80
0,71
0,65
0,59
0,55
0,52
0,48
0,46
0,44
0,42
0,40
0,39

0,99

2,67
2,01
1,62
1,38
1,20
1,08
0,98
0,90
0,83
0,78
0,73
0,70
0,66
0,63
0,60

Таблица значений

0,999

5,64
3,88
2,98
2,42
2,06
1,80
1,60
1,45
1,33
1,23
1,15
1,07
1,01
0,96
0,92

\
и

У

ч

\

20
25
30
35
40
45
50
60
70
80
90
100
150
200
250

<7(Y, п)

| 0,95
i

0,37
0,32
0,28
0,26
0,24
0,22
0,21
0,188
0,174
0,161
0,151
0,143
0,115
0,099
0,089

0,99

0,58
0,49
0,43
0,38
0,35
0,32
0,30
0,269
0,245
0,226
0,211
0,198
0,160
0,136
0,120

0,999

0,88
0,73
0,63
0,56
0,50
0,46
0,43
0,38
0,34
0,31
0,29
0,27
0,221
0,185
0,162

ПРИЛОЖЕНИЕ 6

Таблица значений %г в зависимости от р и k

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

3,84
5,99
7,82
9,49
М.07
12,59
14,07
15,51
16,92
18,31
19,68
21,0
22,4
23,7
25,0
26,3
27,6
28,9
30,1
31,4
32,7
33,9
35,2
36,4
37,7
38,9
40,1
41,3
42,6
43,8

6,64
9,21
11,34
13,28
15,09
16,81
18,48
20,1
21,7
23,2
24,7
26,2
27,7
29,1
30,6
32,0
33,4
34,8
36,2
37,6
38,9
40,3
41,6
43,0
44,3
45,6
47,0
48,3
49,6
50,9

10,83
13,82
16,27
18,46
20,5
22,5
24,3
26,1
27,9
29,6
31,3
32,9
34,6
36,1
37,7
39,3
40,8
42,3
43,8
45,3
46,8
48,3
49,7
51,2
52,6
54,1
55,5
56,9
58,3
59,7

133



ПРИЛОЖЕНИЕ :

Латинский алфавит

Буквы

Аа

ВЬ

Сс

,
Dd

Ее

Ff

Gg

Hh

li

Л

Kk

а

Mm

Название

а

бэ

цэ

ДЭ

э

эф

гэ(жэ)*

ха (аш)

и

йот(жн)

ка

эль

эм

Буквы

Nn

Оо

Рр

Qq

Rr

Ss

Tt

Uu

Vv

Ww

Xx

Yy

Zz

Название

эн

0

ПЭ

ку

эр

эс

тэ

У

вэ

дубль-вэ

икс

игрек

зэт

Греческий алфавит

Буквы

Аа

вр

Дб

Ее

ze

Hti

ее

ii

Кх

АХ

Название

альфа

бета

гамма

дельта

эпсилон

дзета

эта

тета

йота

каппа

ламбда

ми

Буквы

Nv

Е|

Оо

Hit

Рр

2а

Тт

Ги

Ф<р

хх

Название

ни

кси

омикрон

пи

ро

сигма

тау-

ипсилон

фи

хи

пси

омега

* В скобках даны французские названия этих букв.
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